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Liquation sur off se deduit de (73) en remplacant dpff

crjp / dt et en rempla9ant I'operateur r par f ( t ) .

-^p2 / 2 M , p f f ] / i h par

3.2 Presentation d'un modele simple

Considerons le champ laser obtenu en superposant deux ondes planes de vecteurs d'onde kez

et -kez , de polarisations lineaires orthogonales ex et ey. Pour un choix de phase approprie,
le champ electrique laser s'ecrit:

£J,+) = -E0[^x e<kz ~ ie e~tkz\ (78)

La polarisation du champ varie a 1'echelle de la longueur d'onde optique A (voir Fig.3),
avec une periodicite de A / 2. Par exemple, en z = 0, A / 2,..., le champ est polarise cr_
par rapport a z, et il est polarise cr+ en z — A / 4, 3 A / 4,... On choisit z comme axe de
quantification, les composantes du champ y sont circulates :

E[+] = E[+). e+ = -V2~£0 i

EL+) = E[+).e_ = V2"E0

/cz

cos

(79)

(80)

(e±, unitaire de polarisation o± par rapport a 1'axe z, est deflni en (3)). On notera que
1'intensite du champ est independante de z. Aussi la modulation spatiale des deplacements
lumineux et du pompage optique que nous aliens mettre en evidence dans la suite est-elle
imputable seulement au gradient spatial de polarisation.

A/A 3A/8 A/2

Figure 3 : Champ 61ectrique dans la configuration X —

Nous choisissons pour notre modele la transition atomique jj = 1 / 2 —> je =3/2,
que Ton place dans le champ laser precedent. Les amplitudes de transition entre les sous-
niveaux | /, m)z et | e, m')z sont proportionnelles aux composantes cr± du champ et aux
coefficients de Clebsch-Gordan, donnes sur la figure 4. La frequence de Rabi par onde
progressive, d'apres la definition (15), vaut Q0 = -2d E0 / h. Ainsi, 1'amplitude de
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transition de | /,{= |/, 1 / 2}z vers | e, -1 / 2)z vaut au point z :

-d. -i. Ei+](z) = -;!=- H0 cos kz
V3 V6

(81)

'-3/2 •-1/2 1/2 •3/2

-1/2 1/2

Figure 4 : Transition atomique jj = 1 / 2 -» je = 3 / 2 et coefficients de Clebsch-Gondan.

En appliquant le formalisme precedent, on trouve que 1'operateur deplacement lumineux est
diagonal dans la base f±. Ceci n'est pas surprenant: le champ laser n'a pas de composante
selon z, il n'y a done pas de couplage autre qu'incoherent (emission spontan6e) entre /+ et
f_. Les deplacements lumineux valent:

U+(z) = - — U0 + U0 cos2 kz (82)

U_(z) = - UQ + U0 sin2 kz

ou U0 est la profondeur de modulation de U±

= - — h5s

(83)

(84)

On verra que le refroidissement intervient pour U0 > 0. Aussi prenons-nous S < 0 dans
la suite. On remarque que les U± sont extremaux la ou la lumiere est de polarisation purement
circulaire. De plus, le niveau f± est le plus deplace (en valeur absolue) lorsque le champ est
<7±.

Discutons plus en detail cette propriety importante pour la suite. Placpns-nous par exemple
au point z = 0, ou le champ 61ectrique laser est polarise <7_ par rapport a 1'axe z. Le
couplage du sous-niveau /_ a la lumiere y est d'amplitude maximale, puisqu'il y beneficie du
coefficient de Clebsch-Gordan maximal, qui vaut 1. Le sous-niveau J+ est la au contraire en
couplage minimal avec la lumiere, puisque seul le coefficient de Clebsh-Gordan 1 / -\/3T, qui
est le plus faible de la transition jj - 1 / 2 —> je =3/2, entre en jeu. On verifie sur



446 Y. Castin

(82,83) que U_(z = 0) et U+(z = 0) sont en le rapport des Cairo's des amplitudes de

couplage, soit ( .—- )2 = 3.
1 / V3

Afin de comprendre la dynamique atomique interne, ecrivons les equations de Bloch sur la
matrice densite atomique interne restreinte dans 1'etat fondamental CT^-, comme indique & la fin
du §3.1. Ces equations prennent une forme particulierement simple sur la transition
jj = 1 / 2 —> je = 3 / 2 considered ici, a cause de 1'absence de couplage coherent deja
mentionnee entre sous-niveaux fondamentaux J+ et f_ : les Elements diagonaux de ov(£)5

qui sont les populations de ces sous-niveaux :
n±(t) = z(f,m = ± l /2 |a ( t ) | / ,m = ±l /2) z (85)

ne sont pas couples aux elements non diagonaux {/, ±1 / 2| cr(t)\f,+l / 2), et
1'evolution des populations est regie simplement par des equations de taux :

.(t) (86)dt + v ' dt " ' '+"-
faisant intervenir les taux de pompage optique :

y+^_(z) - — Ts0cos (87)

o
y_^+(z) = — r s0 sin2 kz (88)

\y

La conservation de la population totale n+(t) + n_(t) = I permet d'eliminer n_(t) des
relations precedentes et d'obtenir une equation devolution pour n+ (t) seulement:

(89)£j. ^-^ + » P ->+-

II apparait alors que le temps de relaxation de n±(t), i.e. le temps de relaxation Ttat des
variables atomiques internes, est une constante :

rp = — {FSo}"1 (90)

En un point ou le champ est polarise circulairement, les equations (86) se simplifient encore.
En effet, le taux de pompage optique au depart de 1'un (et un seul) des deux sous-niveaux de
1'etat fondamental s'annule, si bien que des atomes au repos en ce point sont tous accumules
dans ce sous-niveau.

Regardons cette propriete de facon detaillee en z = 0, ou le champ est de polarisation <7_
par rapport a 1'axe z. Un atome immobile en z = 0 et initialement dans le sous-niveau f_ est
couple par le laser seulement au sous-niveau excite 6_3/2 ; cet atome peut faire une Emission
spontanee a partir de e_3/2, ce qui le met dans le sous-niveau /_, et 1'atome reste dans la
multiplicite /_, e_3/2. Un atome en z = 0 initialement dans le sous-niveau fondamental /+

est couple par le laser seulement au sous-niveau excite e_1/2. Lorsque cet atome fait une
emission spontanee depuis e_l/2, il a une probalite (V2/3) = 2 / 3 de se retrouver dans le
sous-niveau "piege" /_. Aussi le nombre moyen d'atomes restant dans la multiplicite /+, e_1/2

decroit-il en 1 / 3", oii n est le nombre de cycles de fluorescence. Ce mecanisme
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d'accumulation des atomes dans un seul sous-niveau s'appelle "pompage optique", et il
s'effectue avec la Constance de temps Tp, que Ton appelle pour cette raison "temps de pompage
optique".

On peut verifier que le sous-niveau dans lequel les atomes sont accumule"s par pompage
optique est aussi celui le plus d6plac6 par la lumiere, c'est-a-dire celui d'energie potentielle
minimale, puisque le disaccord atome-laser est negatif ici (8 < 0). Dans 1'exemple pr6c6dent,
(z = 0, champ laser polaris€ cr_), le pompage optique accumule effectivement les atomes
dans le sous-niveau f_ le plus coupl£ au laser.

On peut generaliser la discussion precedente a un point de position z quelconque, ou la
polarisation du champ est elliptique. Un atome immobile en z a en regime stationnaire une
probabilite relative y__+ d'etre dans le sous-niveau /+ et une probability relative y+_^_ d'etre
dans le sous-niveau /_. On remarque alors que y+->_ - 7__,+ et U+ et U_ ont partout le meme
signe (S < 0), ce qui signifie que le pompage optique, quoique imparfait pour un champ de
polarisation quelconque, tend en chaque point a accumuler les atomes dans le sous-niveau
interne d'energie potentielle minimale.

Ceci nous conduit a la compr6hension suivante du refroidissement dans cette configuration.
Introduisons les Energies me'caniques E± = Mu2 / 2 + U±(z), suivant l'6tat atomique
interne. Sur la figure 5 est repr&entee dans 1'espace (z, E±) une trajectoire atomique typique.
Elle commence dans le sous-niveau J_ en un minimum de U_ (z) avec une 6nergie cinetique
plus grande que U0. Si le temps de pompage optique est assez long, 1'atome peut monter la
colline de potentiel et atteindre le sommet de U_ avant de changer d'6tat interne. Durant cette
partie de la trajectoire, il y a done conversion de l'6nergie cinetique en €nergie potentielle, du
moins si Ton considere en premiere approximation que le chauffage est n6gfigeable, done que
1'energie mecanique E_ reste constante. Au voisinage du maximum de U_, le champ laser est
polarise o~+. C'est la que 1'atome voit le taux de pompage optique le plus elev€ vers f+. Si
1'atome passe dans le sous-niveau /+ au voisinage du sommet de L7_, ce qui est tres probable,
il se retrouve dans une vallee, pour le potentiel U+ cette fois. L'atome a perdu ainsi de l'6nergie
potentielle (en quantite ~ L70), a energie cinetique supposee constante pour 1'instant. Cette perte
d'energie potentielle s'explique microscopiquement par 1'emission d'un photon de fluorescence
d'energie superieure a celle d'un photon laser h(OL (diffusion Raman spontanee anti-Stokes,
voir le cours de Jean-Yves Courtois dans ce volume).

e; J=3/2

g-

Figure 5: Une trajectoire atomique typique dans 1'espace des position-eiiergie, montrant le refroidissement par
effet Sisyphe
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Les atomes passent ainsi leur temps a monter des collines de potentiel, comme le faisait
Sisyphe dans la mythologie grecque, jusqu'a ce que leur e"nergie cinetique deviennent de 1'ordre
de grandeur de 170.

Si Ton prend en compte maintenant 1'accroissement de l'e"nergie cine'tique des atomes au
cours des cycles de fluorescence, on trouve que lorsqu'un atome rapide perd une energie ~ UQ

par effet Sisyphe, il gagne une energie cinetique de quelques energies de recul ER. Le
refroidissement est efficace done seulement lorsque U0 est sup6rieur & quelques energies de
recul ER. Comme on attend une energie cinetique atomique moyenne de 1'ordre de U0 lorsque
le refroidissement est efficace, ceci suggere que 1'energie cinetique minimale accessible par
refroidissement Sisyphe est de 1'ordre de 1'energie de recul ER.

Cette analyse qualitative est confirmee par une analyse plus quantitative, qui calcule la force
radiative moyenne et ses fluctuations, et qui fait 1'objet du paragraphe suivant.

3.3 Le refroidissement Sisyphe en terme de forces radiatives

Nous voulons maintenant determiner, dans le cadre du modele simple precedent, 1'energie
cinetique moyenne des atomes refroidis par effet Sisyphe, en fonction de la profondeur de
modulation spatiale des deplacements lumineux L70. Nous allons mettre en ceuvre pour cela le
formalisme des forces radiatives, decrit au §1.3, en utilisant la simplification qu'apporte
1'elimination de 1'etat excite effectuee au §3.1.

La premiere etape, dans le calcul de la force moyenne, est de determiner 1'etat interne force
d'un atome de vitesse supposee constante v. II faut done resoudre les equations de Bloch
optiques pour la matrice densite atomique interne cr(t). Dans le modele considere ici, ces
equations conduisent a la forme simple (89), portant sur la population n+ du sous-niveau f+,
et qui est exactement soluble. Nous laissons au lecteur le soin du calcul explicite.

L'expression approchee de la force radiative moyenne en fonction de 1'etat atomique interne,
apres elimination de 1'etat excite, est donnee de facon generate par (77). Pour la configuration
etudiee ici, elle donne pour la force moyenne (dirigee selon z) :

(91)

ce qui est simplement la moyenne des forces reactives vues par 1'atome lorsqu'il est dans un
sous-niveau interne bien defini J±. On notera que les forces de pression de radiation ne
contribuent par ici. Elles se compensent en effet meme a v # 0 dans notre calcul, car on a
neglige 1'effet Doppler.

Pour un atome au repos (v = 0), 1'equation (91) conduit a une force moyenne
F(z, v - 0) derivant d'un potentiel U ( z ) donne par :

U(z) = — U0sin22kz (92)

Par analogic avec les proprietes du mouvement brownien dans un potentiel exterieur, on
s'attend a ce que ce potentiel conduise a une modulation spatiale non negligeable de la densite
atomique, lorsque 1'energie cinetique moyenne des atomes dans 1'etat stationnaire est plus petite
que 1'amplitude U0 / 4 de U(z). Dans ce cas, les atomes sont accumules aux sites d'un
reseau de periode A / 4, ou /I est la longueur d'onde optique. On notera au passage que ce
reseau conduit a un ordre anti-ferromagnetique des atomes, les sites ou la lumiere est polarisee
<7+ ( et ou les atomes sont pompes dans le sous-niveau /+) alternant avec les sites cr_ (ou les
atomes sont pompes dans /_); 1'effet de cet arrangement anti-ferromagnetique sur la diffusion
Rayleigh d'un faisceau sonde a ete mis en evidence experimentalement [43].
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On peut montrer par un calcul quantique que la modulation spatiale de la densite atomique,
non negligeable aux fortes valeurs de U0, devient assez faible pour des puits de potentiel
optique peu profonds [37]. Dans un souci de simplicite, nous aliens, dans les calculs a venir,
nous limiter aux cas de faible modulation spatiale. Nous remplacons done F(z, u) par sa
moyenne spatiale uniforme F(v) ; apres quelques calculs, on arrive a [35] :

av (93)

ou 1'on a introduit les coefficients a = 3tikl(-8) / T et uc = Fs0 / (9JcL). Pour une
vitesse absolue \u\ petite devant uc, F est essentiellement lineaire en vitesse, avec un
coefficient de friction a. Remarquablement, a est independant de I'intensit6 laser; il est done
plus grand que le coefficient de friction Doppler (57) puisqu'ici le parametre de saturation de la
transition est faible. F passe par un extremum de 1'ordre de kU0 pour v = ±vc puis tend vers
0 en 1 / v pour |u| » vc. On peut resumer ces resultats en remarquant que F(u) exprimee
en unite de kLU0 est une fonction universelle de v / vc, x f~> x / [2(1 + x2)],
representee sur la figure 6.

0.4

-0.2 -

-0.4
-10 -5 0

v/vc

10

Figure 6 : Dans le refroidissement par effet Sisyphe, dependance en vitesse de la force moyenne F(l>). Avec
les unites choisies pour la force et la vitesse, le graphe ne depend plus des parametres physiques du probleme.

II est possible de retrouver par des arguments simples la dependance des quantity's vc et a
en les parametres du probleme. Consid6rons ainsi un atome suffisamment rapide pour parcourir
plusieurs longueurs d'onde optique par temps de pompage optique. Le regime interne forc6
d'un tel atome depend alors peu de sa position instantane'e, et vaiit essentiellement
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n+(t) = n_(t) = 1 / 2, ce qui conduit dans (91) a une force moyenne F(z, v) presque
nulle (U+ + U_ = cte). La force moyenne F, par ailleurs nulle a v = 0, doit done etre
maximale pour vxp ~ A , ce qui donne bien kvc ~ rs0 ; la valeur correspondante de F doit
etre alors de 1'ordre de grandeur de dU± / dz ~ kU0, en accord avec (93). On en deduit une
estimation du coefficient de friction, a ~ kLU0 / (A / rp), qui est bien independante de
1'intensite laser.

Passons maintenant a 1'etude de la diffusion en impulsion des atomes. Le formalisme general
du §1.3 permet en principe d'obtenir le coefficient de diffusion D(z, v). Cependant, meme
dans la limite de faible saturation de la transition par le laser, qui permet de ramener la
dynamique dans 1'etat fondamental, les calculs correspondants sont lourds. Nous aliens donner
ici simplement 1'ordre de grandeur du resultat.

Le coefficient total D(z, v) peut etre vu physiquement comme la somme de deux termes. Le
premier correspond aux forces de pression de radiation, dont la moyenne est nulle (voir (91)),
mais dont les fluctuations apportent a D une contribution Dj de 1'ordre de grandeur du
coefficient de diffusion d'un atome a deux niveaux dans une onde progressive calcule au §2.2.
La dependance en vitesse et en position est faible, et Ton retient :

D, ~ (fcfcJ2rs0 (94)

Le second terme dans D, soit D2, correspond aux fluctuations de la force reactive
-dU± I dz, fluctuations dues aux changements ateatoires de sous-niveau fondamental que
subit 1'atome a Tissue des cycles de pompage optique. On peut estimer leur contribution a 1'aide
de la formule generate (36) du §1.3.

Considerons d'abord le cas simple d'un atome au repos. L'int6grand de (36), qui est la
fonction d'autocorre'lation de la force, est essentiellement non nul pour des temps T < Ttat, ou
Ttat est ici le temps de pompage optique ip. Par ailleurs, la force reactive typique a 1'interieur
de chaque sous-niveau f+/_ est de 1'ordre de kLU0. Tout ceci conduit a 1'estimation suivante
pour la moyenne spatiale de D2 (z, v = 0) :

D2(v = 0) ~ (JcLLT0)2TP ~ (hkLSs0)2 I Fs0 (95)
On notera que la dependance en position de D2 (z, v = 0) est en fait importante, puisque ce

coefficient s'annule exactement aux points ou les forces reactives —dU± / dz sont
(simultanement) nulles. Cette dependance est negligee dans la suite.

Le devenir a vitesse atomique non nulle de la contribution a la diffusion des forces reactives
est plus delicat a trailer intuitivemenL Le temps de correlation dans (36) est toujours Tp, mais la
valeur de la force reactive typique a 1'interieur d'un sous-niveau demande a etre precise"e.
Considerons pour cela le cas limite d'un atome parcourant plusieurs longueurs d'onde optique
pendant TP, done de vitesse suffisamment elevee (v » vc). Get atome est initialement dans
le sous-niveau f+. Appelons P(r)dr la probabilite pour qu'il quitte le niveau f+ par
pompage optique vers f_ a un instant t dans 1'intervalle infinitesimal [ T, r + dr] . L e
changement moyen d'impulsion de 1'atome du a 1'action de la force r6active pendant le temps
qu'il passe dans f+ est alors :

\+~dTP(T)[*dt(-dU+ / dz)(z(t)) = f~dT(-dU+ / dz)(z(T))fdt P(t)
JO »0 JO JT

Nous obtenons 1'ordre de grandeur correspondant en simplifiant jdt P(t) en

expf- T / Tp ), ce qui donne une force moyenne en kLU0 / (kLwup ) a I'int6rieur d'un sous-
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niveau et done un coefficient de diffusion en impulsion en (U0 / VTP ) Tp.Ce resultat est en
accord avec les calculs approche's mais plus s6rieux de [47], qui conduisent, pour une vitesse v
quelconque, a :

— v \ -" / _ 9 / 9
1 -!- U2 / U*

Comparons maintenant 1'importance des deux contributions a D(u). On se place dans le
regime a grand disaccord, \8\ » T, qui contient les situations typiques de refroidissement
Sisyphe. A u = 0,ladiffusion"r6active" D2 domine largement la diffusion "dissipative" D1

d'un facteur (<5 / F) » 1. A vitesse 61ev6e, la diffusion "reactive" s'effondre pour
|u| > uc mais est rejointe par Dj pour une vitesse atomique encore plus elevee,

fci>l~H so ~ ( |<5| /F)u c » uc (97)
ce qui aura des consequences importantes dans la suite.
Ecrivons finalement 1'equation de Fokker-Planck, donnant, a partir de la force et de la

diffusion, 1'evolution de la distribution atomique. Comme nous negligeons la modulation de la
densite atomique spatiale, cette equation porte seulement sur la distribution en impulsion des
atomes :

dtn(p] = -dp[F(v) n(p)\ + dp[D(v) dpn(p)\ (98)
On notera que la dependance en vitesse du coefficient de diffusion rend ambigue la position

de D(u) par rapport aux derivees dp. La forme retenue (98) est celle demontre"e dans [47].
L'etat stationnaire de (98) est alors, a un facteur de normalisation pres :

(99)

Examinons d'abord nst (p) dans le cas ou la vitesse quadratique moyenne Au selon z est
telle que kLAv « \S\s0 (nous n'imposons rien sur le rapport Au / uc). D'apres la
discussion precedant (97), la contribution de la diffusion "dissipative" a D est negligeable
devant D2. Le rapport F / D est alors simplement line"aire en vitesse, puisque les
denominateurs dans (93) et (96) se compensent exactement. La distribution stationnaire n(p)
est ainsi gaussienne, de temperature effective :

kBT = °*(V = 0) = i-[/0 ~ h\S\s0 (100)
CX> £

Le facteur 1/2 est obtenu d'apres [47]. Ce resultat confirme la prediction intuitive du §3.2
precedent, selon laquelle 1'energie cinetique d'e"quilibre est de 1'ordre de la profondeur de
modulation des puits de potentiel lumineux. II montre aussi de fa?on remarquable que le
refroidissement par effet Sisyphe peut conduire a des temperatures tres froides lorsque
vc « Au < (| 51 / F) uc, done meme lorsque la plage de linearite" en vitesse de la force
moyenne (93) est beaucoup plus &roite que la distribution stationnaire en vitesse. Ce re"sultat
paradoxal doit nous inciter a retenir que c'est bien le seul rapport de la force a la diffusion qui
compte dans la forme de l'6tat stationnaire (voir (99)). La valeur absolue de la force intervient,
quant a elle, dans le temps de relaxation du systeme vers l'€tat stationnaire.

Pour des valeurs assez faibles de U0, on sort necessairement du regime kLAv « \S\s0

puisque Au y decroit en -y/L70 ~ ^fi \8\ S0 . Alors, la distribution en impulsion n'est plus
une gaussienne, mais une puissance de lorentzienne, dont nous donnons ici seulement I'^nergie
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cinetique moyenne (a \8\ » F) :

(Ap)2 / 2M =
170 - 66ER

(101)

On voit clairement sur cette equation (cf. Fig. 7) que le refroidissement par effet Sisyphe est
a seuil, la distribution atomique stationnaire ayant une vitesse quadratique moyenne finie
seulement pour des deplacements lumineux assez importants (U0 > 66 ER). On notera
egalement que 1'asymptote aux grands U0 ne passe pas par 1'origine, l'6nergie cinetique 6tant
affme en l/0 plutot que lineaire. Ce caractere affine, ainsi que 1'existence d'un seuil, sont des
proprietes generates, bien mises en evidence dans les experiences a 3D.

En resume, le modele simple examine ici, en depit des diverses approximations effectuees,
permet de comprendre les caracteristiques essentielles du refroidissement par effet Sisyphe. II
montre bien en particulier que 1'echelle d'energie pertinente est 1'energie de recul
ER = (hkL)2 I 2M. On n'accordera par centre pas trop d'importance aux valeurs des
coefficients numeriques dans (101). Un calcul quantique exact du refroidissement dans la
presente configuration montre ainsi [37] que 1'energie cinetique minimale est de 30 ER, au lieu
de66ERdans(101).
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Figure 7: Energie cinetique atomique moyenne en unit6 d'6nergie de recul, Ap2 / (HkL)2, dans 1'etat
stationnaire du refroidissement Sisyphe, en fonction de la profondeur de modulation en unit6 d'6nergie de recul,
Uo I ER. Ap est calcu!6 selon le traitement a base de forces radiatives pr6sent6 dans le texte. La ligne

tiret6e est obtenue en n6gligeant D^ dans le coefficient de diffusion. La droite verticale donne le seuil d'existence
de Ap.
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3.4 En dessous de 1'energie de recul

On pourrait penser que 1'energie de recul est une limite fondamentale minorant 1'energie
cinetique d'une assembled d'atomes refroidie par laser. En effet, remission spontanee,
essentielle pour la dissipation d'energie, que ce soil dans le refroidissement Sisyphe ou
Doppler, s'accompagne d'une variation aleatoire de 1'impulsion atomique p d'une quantit€
~ ML-

En fait, cette intuition est erronee. Des mecanismes de refroidissement non limite's par
1'energie de recul ont ete imagines et demontres experimentalement. Leur id6e est toujours
d'accumuler les atomes dans des etats quantiques tres faiblement couples a la lumiere et tres
etroits dans 1'espace des impulsions. Nous nous contenterons ici de donner un resume des
performances obtenues.

Citons d'abord le "piegeage coherent de population selectif en vitesse" [48, 49, 50], dont la
premiere mise en evidence (a ID) est reportee dans [51] ; il a permis d'observer re"cemment des
distributions atomiques a 2D de mi-largeur en impulsion de 1'ordre de hkL / 4 , done de
temperature effective seize fois inferieure a la temperature de recul TR = (hkL )2 / (MfcB)
[52].

Un autre mecanisme de refroidissement sous 1'energie de recul a ete demontre
experimentalement. II utilise des transitions Raman stimulees entre deux niveaux hyperfins dans
1'etat fondamental, transitions dont la selectivite en la vitesse atomique est inversement
proportionnelle a la duree des impulsions laser contre-propageantes qui les induisent. On utilise
des sequences d'impulsion excitant des classes de vitesse variables, tout en pre"servant un petit
intervalle autour de v = 0 qui n'est jamais excit6 et ou les atomes s'accumulent. Les resultats
les plus spectaculaires sont obtenus a ID, avec des demi-largeurs en impulsion de HkL / 3
[53,54].

4. INTRODUCTION A L'OPTIQUE ATOMIQUE

Nous adoptons, dans cette derniere partie, un point de vue different du reste du cours. On
s'interesse maintenant aux proprietes ondulatoires du mouvement du centre de masse atomique.
Afin que la coherence des ondes de matiere soil preservee, on cherche a eViter les processus
dissipatifs, comme 1'emission spontanee. Les equations du mouvement atomique ressemblent
alors beaucoup a celles des ondes lumineuses, et nous montrons brievement comment les
resultats bien connus de I'interferome'trie lumineuse se transposent aux ondes de matiere. Nous
indiquons ensuite comment realiser une lame separatrice et un miroir a ondes de matieres, jalons
importants dans 1'etablissement du domaine de {"'optique atomique".

4.1 Analogic entre ondes lumineuses et ondes de matiere

Comparons les equations regissant la propagation libre de la lumiere et de la matiere. Dans le
cas de la lumiere, 1'objet considere est le champ electrique E(r, t), qui est un champ vectoriel
a 3 composantes reelles et a divergence nulle (div E(r , t) = 0 en 1'absence de charges) :

t) = 0 (102)

Dans le cas de 1'atome, pris dans son etat interne fondamental de moment angulaire j , ,
1'objet considere est un spineur y(r, t) a 2 jj + 1 composantes complexes, que Ton traite a
la limite non relativiste :



454 Y. Castin

2M
Aijr(f,t) (103)

D'un point de vue mathe'matique, on notera que liquation des ondes lumineuses (102) et
1'equation de Schrodinger (103), toutes deux du second ordre en les variables d'espace, sont
respectivement du second ordre et du premier ordre en temps. Cette difference ne se manifeste
pas lorsqu'on se limite a des ondes monochromatiques, qui sont des modes propres de (102) et
(103). Dans le cas du champ electrique, de frequence angulaire co, regardons 1'evolution de la
composante de frequence positive :

E(r, t) = S(r)e-ieot + c. c. (104)

6>2 ^A + -^V £(r) = 0 (105)

Dans le cas atomique, e"crivons 1'equation de Schrodinger pour un 6tat d'energie E bien
definie :

y(r,t) = 0 ( f ) e ~ i E t / h (106)

0 (107)

L'analogie lumiere-matiere est alors complete.
Les equations (105) et (107) admettent les ondes planes comme solutions particulieres. Pour

la lumiere, leur dependance spatiale est notee traditionnellement expfifc. r J, ou k est le

vecteur d'onde, et Ton d&iuit de (105) la relation de dispersion co = c k . Pour la matiere, la
dependance spatiale est prise en exp(ip. f / ft), ou p est 1'impulsion atomique, et Ton
retrouve a 1'aide de (107) 1'expression de 1'energie cin&ique E = p2 / 2M. Ces solutions
harmoniques conduisent, par combinaison lineaire, a la classe generate suivante de solutions de
(102), (103):

E(f, t) = f dskA(k) ellk-f~kct" + c. c. (108)

\jf(r, t) = d3p B(p) e^- r"- / (2M)1 /A (109)

ou les amplitudes A(k) et B(p) sont arbitraires (avec la contrainte cependant que
A(k).k = 0).

D6duisons des relations precedentes revolution d'un paquet d'ondes initialement gaussien
selon la dimension z . Dans le cas de la lumiere, le champ electrique a un instant quelconque
vaut :

E(z.t) = A0ldke-[k-kof/(2&^etklz-ct] + c.c. (110)

= N0 e - * - « * e * - + c. c.

= E(z-ct,0) (112)

ou AQ et N0 sont des constantes. Le champ se propage done a la vitesse de la lumiere c ,
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sans aucune deformation. Dans 1'espace reel, c'est le produit d'une gaussienne de largeur
Az = 1 / AJc et d'une sinuso'ide de periode spatiale la longueur d'onde Aopt = 2 n / Jc0 .

La situation est moins simple pour les ondes de matiere, le vide est pour elles un milieu
dispersif. Par des calculs detailtes par exemple dans [55], on arrive a :

vKz. *) = B0 J dp e-lp-p°)2/(4ApVIpz-p2t/(2M)1/*1 (113)

ou N ( t ] est un facteur de normalisation dependant du temps et ou la variance complexe
<j(t)2 est definie par :

.
Ap J M

La densite spatiale atomique 1 ̂ (z, t)\ est une gaussienne centree autour de
z(t) = pQ t I M et qui s'etale au cours du temps, avec une largeur Az(t) donnee par :

On obtient exactement (116) dans le cas d'une distribution classique de particules initialement
gaussienne en p (de largeur Ap) et en z (de largeur fi / (2Ap)), 1'aspect quantique
intervenant done seulement dans la contrainte sur 1'etat initial Az(0) Ap > h / 2 (inegalite de
Heinsenberg). D'un point de vue ondulatoire, on peut de'finir un vecteur d'onde local k(z, t)
par le gradient de la phase de I//" :

(117)
Le lecteur pourra verifier que la densite de courant en z,

j(z,t) = (h / M)lm(ij/(z,tYdz\if(z, t)), vaut simplement |v/"(z, t)f hk(z, t) / M.
On peut definir une longueur d'onde locale, A(z, t ) = 2x / k(z,t), pertinente si k(z, t)
varie peu en z a 1'echelle de /l(z, t), done lorsque \dz(l / k(z, t))\ « 1. Au centre du
paquet d'ondes, i.e. en z(t) = p0t / M, la longueur d'onde locale vaut la longueur d'onde
de de Broglie

AdB = —— (118)
Po

Elle est 1 'equivalent pour les ondes de matiere de la longueur d'onde optique Aopt

precedemment definie.
Precisons 1'analogie entre optique lumineuse et optique atomique sur un exemple simple. On

decoupe dans le plan z = 0 , suppose etre un 6cran parfait, une fente rectangulaire de section
[—a / 2, a / 2] selon 1'axe x et invariante par translation selon y (voir Fig. 8). Une onde
plane de matiere, de vitesse V > decrite quantiquement par

0(r) = em*~rlh (119)
est envoyee depuis z = +°° (Vz < 0) sur cette fente. Un d6tecteur est place dans le plan
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z = — L, L > 0 et y mesure la densite" atomique. Le probleme quantique a resoudre est
donne par (107) avec E — M V2 / 2 et des conditions aux limites 0 = 0 dans le plan
z = 0 en dehors de la fente. Lorsque la composante de Vz est elevee (on a Vy = 0,
|VZ| » |VX| et Ton suppose que la longueur d'onde de de Broglie est petite devant a), on
peut trailer quasi classiquement le mouvement atomique selon z, tout en traitant quantiquement
le mouvement selon x, et Ton trouve la forme approche"e suivante pour la fonction d'onde sur
le detecteur [56] :

<p(x, z = -L) ~ e
iSd(x-z=-L]/hF(vx - VJ (120)

Figure 8 : Geometric considdrde dans le probleme de la diffusion d'une onde de matiere de vitesse V par une
fente de largeur a. M(x, Z = — L) est un point courant du detecteur. On a repr€sent£ la trajectoire classique
O(t = 0) —> M(t = —L/Vz)de vitesse V, intervenant dans le calcul du signal en M. La courbe
donne I'intensit6 moyenne de ce signal, en fonction de X.

Le vecteur v depend du point M = (x,-L) consideYe; il donne la vitesse de la trajectoire
classique partant de 1'origine O = (x = 0,z = 0)a 1'instant t = 0 et arrivant au point
d'observation M = (x, -L) a 1'instant T = (-L) / Vz. On a simplement vx - x / T et
vz = Vz. Scl est 1'action raccourcie le long de cette trajectoire classique [57]:

"" >. df (121)

= M(x vx + (-L) vz) = Mx2 IT- LMVZ (122)

La fonction F(vx -Vx) dans (120) donne la figure de diffraction de 1'onde de matiere par
la fente. En diffaction lontaine (^j2,hT / M » a), on retrouve le resultat bien connu en
optique :
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F(vx -Vx) = asinc[M(ux- V x ) a / ( 2 f c ) ] (123)

ou sine x = sin x / x autorise dans (123) des differences entre les impulsions MVX et
Mvx de 1'ordre de ft / a. Cette figure est centr6e sur le d6tecteur en un point M0 tel que
vx =• Vx. M0 est done simplement le point d'impact sur le detecteur de particules enrierement
classiques envoyees sur la fente a la vitesse V ; c'est 1'equivalent de 1'image geometrique en
optique.

Figure 9 : Onde de matiere de vitesse V envoyee sur un interferometre dToung a deux fentes centrees en Ol

et O2. M(x, Z = —L) est un point courant du detecteur. Les deux chemins classiques
Ol2(t = 0) —* M(T = — L / Vz) ,de vitesse V12, contribuent de facon coherente au calcul du
nombre moyen d'atomes detectes en M. La courbe donnant ce nombre moyen en fonction de X presente des
franges d'interfeience. Elle a ete calcu!6e en negligeant le ddcalage spatial des figures de diffraction des deux
fentes, voir texte.

Generalisons le calcul precedent au cas de deux fentes dans le plan z = 0 et de largeur a ,
centrees en Ot = (x = -d / 2, z = 0) et O2 = (x = d / 2, z = 0) (voir Fig. 9). On
envoie 1'onde plane precedente de vitesse V sur les deux fentes. La fonction d'onde atomique
sur le detecteur s'obtient par addition des fonctions d'onde emises par chaque fente. Dans le
calcul des phases en un point M = (x,z = —L) du d6tecteur interviennent done deux
trajectoires classiques, la trajectoire reliant Oj(t = 0) a M(t = T), de vitesse vlt et la
trajectoire reliant O2(t = 0) a M(t = T), de vitesse V2. Pla?ons-nous dans le cas ou
|tJj x - v2 x\ = d I T « h I (Ma), largeur en vx de la figure de diffraction F.
L'amplitude F se factorise alors approximativement :

, z = -L) = F(VX - u (124)
On a note vx = x / T la moyenne de v1 x et v2tX , prise comme valeur approximativement

commune a vl x et vz x, et Sf,i = 1,2 sont les actions classiques le long des trajectoires
O, -» M. L' intensite de la fonction d'onde sur le de*tecteur est alors :
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\$(x, z = -L)f = 2\F(vx - V x ) f [ l + cos SQ>] (125)

ou 8® prend en compte la difference de phase 83>Mt de 1'onde incidente (119) entre Ol et
O2, et la difference de phase <5®prop due a la propagation le long de OjM et O2M :

^>talt = MVX (Xoi - XoJ / ft = MVxd I h (126)

<5$prop = f A- dr, / ft - f p2. dr2 / ft (127)
JOj JO2

- f d / 2 ) 2 -U-d /2 ) 2 ] (128)

'^"r°" Md r - VXT] (129)

La dependance en x de 1'intensite moyenne sur le detecteur est portee sur la figure 9. On
reconnait en enveloppe la figure de diffraction a une fente, de mi-largeur (i.e. mi-distance entre
les zeros encadrant le maximum absolu) hT / (Ma) = AdBL / a. Les franges d 'interference
sous cette enveloppe sont se"parees de rinterfrange

Sx = hT / (Md) = AdBL / d (130)
On retrouve exactement cette expression en remplacant, dans celle bien connue de 1'optique

habituelle, la longueur d'onde de la lumiere Aopt par la longueur d'onde de de Broglie des
atomes .

Pour terminer, insistons sur le fait que 1'aspect ondulatoire du mouvement des atomes n'est
pas seulement une abstraction. L'interferometre a deux fentes d'Young que nous avons decrit a
etc realise experimentalement avec des atomes d'helium k la temperature de 1'azote liquide [58]
(voir aussi [59]). La faiblesse de la longueur d'onde de de Broglie (AdB ~ lA) rend le
montage delicat. Et illustre tout 1'interet du refroidissement par laser, qui peut conduire a

4.2 Lames separatrices et miroirs a ondes de matiere

Le role d'une lame separatrice a ondes de matiere est de donner naissance, a partir d'un paquet
d'ondes atomique d'impulsion p bien definie (Ap « |p|), a deux paquets d'onde coherents
d'impulsions Pj et Pj bien definies et bien distinctes. On remarquera que dans le cas
Ap « (P! - p2|, les paquets d'onde emergents se separent, au bout d'un temps assez long,
en deux composantes spatiales coherentes entre elles.

La realisation la plus simple de lame separatrice consiste a faire passer les atomes
d'impulsion p , initialement dans 1'etat fondamental f, a travers une onde laser progressive de
vecteur d'onde kL. Pour des temps d'interaction T assez courts, les seuls processus mis en
jeu sont 1'absorption et 1'emission stimulee d'un photon laser, £ 1'exclusion de remission
spontanee. A la sortie du faisceau laser, on obtient une superposition coherente d'un paquet
d'ondes d'impulsion p dans 1'etat fondamental /, et d'un paquet d'impulsion p + HkL dans
1'etat excite e. Les amplitudes relatives S^- et Sej, qui viennent en multiplication des facteurs
d'evolution libre, dependent du laser : de sa frequence, de son intensite et de sa phase. II en va
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de meme pour les amplitudes de transition Sfe et See d'un paquet d'onde d'impulsion p
initialement dans 1'etat excite". Plus precisement, si Ton change la phase du champ, en
multipliant dans (104) la partie de frequence positive £ par e~i6', toutes choses egales par
ailleurs, la matrice unitaire S est transformee ainsi:

Jf S/ee<
Sefe-

(131)

Un inconvenient de ce type de lame est que les atomes a la sortie de la lame separatrice
peuvent avoir une composante dans 1'etat excite ; au bout d'un temps ~ F"1, la coherence entre
les deux paquets d'onde est perdue par emission spontane"e. On contourne ce probleme en
pratique en utilisant des etats excites a tres longue duree de vie.

II est possible de realiser, a 1'aide de ces lames, un interfe'rometre atomique ne necessitant
pas de jet atomique monocin6tique, i.e. un interferometre dont les franges ne sont pas toutes
brouille'es par une dispersion en vitesse des atomes [60]. Pour cela, on dispose successivement
dans 1'espace deux ondes laser de vecteur d'onde kL et deux ondes laser de vecteur d'onde
—/CL, sur lesquelles on envoie un jet atomique de vitesse essentiellement transverse a kL. La
presence de quatre lames separatrices donne naissance a un grand nombre (seize) de chemins
possibles pour les atomes. Nous detaillons ici le calcul de la contribution de deux trajectoires
particulieres pour le centre du paquet d'ondes atomique, represented sur la figure 10. La
premiere AB'C'D correspond a la sequence d'etats internes / — > e —> / —> e —> e,
1'autre ABCD presente une seule transition interne, f —> e, qui se produit a la traversee de la
quatrieme onde laser. Comme les deux chemins considered aboutissent au meme etat final dans
la zone de detection (i.e. a la sortie de la quatrieme onde laser), il faut additionner leurs
amplitudes dans le calcul de la fonction d'onde, puis prendre le module au carre" pour obtenir le
nombre moyen Ne d'atomes dans 1'etat excite, qui est la quantite" mesuree expe"rimentalement.
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Figure 10 : Interf&rom&re a ondes de matiere forme de quatre lames separatrices. Les lames sont realis6es a
1'aide d'ondes laser progressives de vecteurs d'onde k.L et — kL. Pour deux chemins particuliers parmi les
nombreux possibles, on a represente la trajectoire du centre du paquet d'ondes d'impulsion initiate p . La
distance entre les deux ondes laser kL coincide avec celle entre les deux ondes laser — kL.

Calculons d'abord 1'amplitude de transition | /, p) —> | e, p - ftkL} associ^e au chemin
AB'C'D, et que nous notons ^. Un premier facteur contribuant est le de"phasage du a



460 Y. Castin

1'evolution libre des degres de liberte atomiques internes (energie Hco^ de l'6tat excite) et
externes (energie cinetique du centre de masse) ; il vient, dans 1'ordre AB', B'C' et C'D :

Les temps de vol des atomes entre les deux ondes laser de meme vecteur d'onde sont
supposes etre identiques pour les deux paires d'ondes laser, et T est leur valeur commune. Le
deuxieme facteur contribuant a J?j contient les amplitudes de transition des lames separatrices.
Nous supposons pour simplifier qu'a t = 0, les matrices de transfer! S(0) sont identiques
pour les quatre ondes, et qu'elles correspondent a une impulsion it / 2 pour 1'etat atomique
interne :

, , l / V2~ -if
S O (133)

1 /V2

II ne faut alors pas oublier revolution de la phase des lasers a la frequence COL ; on deduit
S( t )deS(0)a 1'aide de (131), avec un parametre 6 = o)Lt. D'ou le facteur de contribution
a j?j, dans 1'ordre A, B', C, D :

(134)
Les calculs sont similaires pour 1'amplitude de transition associe au chemin ABCD. Nous la

decomposons comme precedemment en ̂  = ĵ 101"̂ "16 :
^atom _ e-ip2(2T+r)/(2MA) (135)

J^amc = [ S f f ( 0 ) ] 3 [ S e f ( 0 ) e - t a ' - ( 2 T + T ' ] ] (136)
La contribution des deux chemins de la figure 10 au nombre moyen d'atomes dans 1'etat

excite a la sortie de rinterferometre est proportionnelle a (^ + 2Li\ . Pour le choix (133), les
amplitudes |-#li2| ont meme module, Ne depend du dephasage 5<E> entre ^ et ̂  comme en
(125), Ne ~ 1 + cos <5®, et Ton a :

8® = 2TcoL -<DA- - + * (137)

La contribution a Ne des atomes de vitesse p est ainsi une fonction p&iodique de la
frequence laser COL, qui est le parametre variable expeiimentalement. II reste a moyenner sur la
distribution statistique des vitesses dans le jet atomique. Le point remarquable est alors que <5®
ne depend pas du deplacement par effet Doppler kL . p / M de la frequence laser, si bien que
les franges d'interfe'rence survivent a 1'utilisation d'un jet atomique non moncin6tique selon
kL (2) . Par contre, 53> depend de la vitesse transverse des atomes par rintermecliaire du temps
de vol libre T . Pour une distribution thermique ordinaire (non refroidie par laser), la moyenne
de Ne sur la vitesse transverse des atomes brouille le franges, sauf la frange centree sur
(0L = O)A + ER / H ou ER = (hkL)2 I (2M) est l'6nergie de recul.

Le present schema 6tait congu, & 1'origine, comme de la spectroscopie ^ haute resolution sans effet Doppler
[60].
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Notre resultat sur Ne seulement qualitatif, car nous nous sommes limites a deux chemins
particuliers. On trouvera une discussion plus complete de cet interferometre dans [56]. La
contribution d'une autre paire de chemins insensible a 1'effet Doppler est calcul€e. Des
experiences ont ete realises, qui exploitent aussi la sensibilite" du systeme de franges a la
rotation du referentiel dans lequel I'interferometre est au repos [61, 62,63].

Signalons, pour terminer cette discussion sur les s€paratrices, que d'autres configurations
ont ete etudiees. On peut mentionner la lame magneto-optique [64], qui cherche a maximiser
1'ecart p2 - Pj d'impulsion entre les deux paquets d'onde e"mergents. En superposant a la
configuration laser du §3.2 un champ magn&ique selon 1'axe lumineux z, sur une transition
jj. = 0 —> je = 1, on peut creer un potentiel lumineux "en dents de scie" pour les atomes
dans 1'etat fondamental. Classiquemenr, il correspond a ce potentiel une force bivaluee
F(z) = ±F0 ez. L'action de cette force pendant le temps T sur un paquet d'ondes initial
pz = 0 donne naissance a deux paquets d'onde d'impulsions ±F0 T, aux temps T
suffisamment courts pour que Ton reste dans le regime de Raman-Nath (energie cinetique des
atomes negligeable devant 1'energie potentielle). Les temps T peuvent cependant etre assez
longs pour que F0T » hkL.

Un autre element important de 1'optique atomique est le miroir a ondes de matiere. La
premiere proposition explicite en a 6te donne"e dans [65]. L'idde est de cre"er, par reflexion
interne d'un faisceau laser a I'interieur d'un prisme plan, une onde eVanescente dans le vide au-
dessus du prisme, i.e. d'intensite J(z) exponentiellement d£croissante avec z pour z > 0.
Lorsque la frequence laser (t)L est superieure a la frequence de resonance atomique
Q)A (8 = COL - fi)A > 0), l'6tat atomique fondamental / subit, d'apres le §1.2, un
deplacement lumineux positif, proportionnel a I(z) / 8. Ce deplacement lumineux joue done
un role d'un potentiel repulsif pour les atomes. Le laser doit etre suffisamment desaccorde pour
que le taux d'emission spontane"e pendant la reflexion, proportionnel a J(z) / S2, soit
negligeable. Cependant, COL doit rester assez proche de la resonance, afin que le laser ait
1'intensite suffisante pour reflechir les atomes. Cette derniere condition est tres contraignante
pour des atomes non refroidis, dont seule la reflexion a incidence rasante a ete observee [66].
Au contraire, apres refroidissement par laser, il est facile de faire rebondir les atomes meme
sous incidence normale [67].

Une extension interessante est la realisation d'une cavite a ondes de matiere, par confinement
non dissipatif des atomes dans les trois directions d'espace. Suivant la proposition de [68],
rempla9ons le prisme plan par un prisme concave a surface parabolique d'axe z, ce qui permet
de confmer les atomes dans le plan xy, et assurons le confinement suivant z simplement par la
gravite. Comme la lumiere dans une cavite optique, les ondes de matiere admettent, dans cette
cavite gravitationnelle, des modes propres qui ont ete calculus en resolvant (107) en
coordonnees paraboliques, avec la condition aux limites (j)(f) = 0 sur la surface du miroir
[68]. D'un point de vue experimental, cette cavite est en cours d'etude a 1'ENS (Paris) et au
NIST (Gaithersburg). On la charge en y laissant tomber des atomes d'un piege magneto-
optique. Une dizaine de rebonds ont e"te observes [69]. A long terme, 1'ambition est de reussk a
mettre plusieurs atomes (bosoniques) dans un meme mode de la cavite", ce qui pourrait conduire
a 1'equivalent d'un "laser a atomes".
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