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1. INTRODUCTION

La lumiére émise par un laser continu et monomode posséde d'emblée une largeur spectrale
extrémement étroite. Si I'on considére un laser & colorant de fréquence v = 600 THz, une

largeur de raie de §v = 10 MHz correspond 2 un coefficient de surtension Q = v/ §v = 6.107.
Néanmoins, dans de nombreuses applications, les performances de 1'oscillateur doivent étre
bien supérieures a cela. La stabilité de la phase ou de la fréquence de 1'oscillateur doit étre
assurée sur des échelles de temps plus ou moins longues. En outre, un laser dit "libre" émet a
une fréquence moyenne imposée par la longueur optique de la cavité qui est susceptible de
dériver de fagon incontrdlée au cours du temps. Enfin, dans nombre de cas, il est nécessaire de
pouvoir faire varier de fagon trés précise la fréquence du laser au cours du temps.
Si nous considérons le champ laser sous la forme suivante :

E = Eyexp(ioyt + ¢(t)) M

la fréquence instantanée du laser est reliée a la phase par la relation :
V(1) = v, + 9(t)/27

ol vV, =@, / 2m représente la fréquence moyenne du laser. L'expression (1) du champ laser
suppose une amplitude constante. En fait, les fluctuations d'amplitude contribuent elles-mémes
a la largeur spectrale du laser. Néanmoins, ces fluctuations peuvent étre corrigées
indépendamment des fluctuations de phase, en stabilisant I'intensité lumineuse. Dans ce cas, les
fluctuations peuvent étre ramenées au niveau du bruit quantique de la lumiére ou shot-noise
(voire en dessous, par des méthodes de squeezing de la lumiére). La largeur de raie laser est
alors surtout déterminée par les fluctuations de phase.

L'amélioration des propriétés spectrales d'une fréquence laser ainsi que le contrdle de sa
valeur au cours du temps sont obtenues par 1'utilisation de méthodes de stabilisation. La qualité
de la stabilisation en fréquence d'un laser dépend de trois parameétres :

- la référence de fréquence a laquelle la fréquence laser doit étre comparée. 1l peut s'agir de la
fréquence d'un laser beaucoup plus stable, de la fréquence de résonance d'une cavité Fabry-
Perot, d'une fréquence de transition atomique ou moléculaire.

- le rapport signal-sur-bruit (S/B) du discriminateur de phase/fréquence nécessaire a
I'élaboration d'un signal de correction.
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- la fonction de transfert de la ou des boucle(s) d'asservissement qui doivent étre notamment
adaptées aux temps de réponse des transducteurs qui permettent la correction de la phase ou de
la fréquence du laser.

Le choix du systéme de stabilisation dépend fortement des performances de l'oscillateur
recherchées pour I'application envisagée. C'est pourquoi dans un premier temps, nous
donnerons quelques grandes classes d'applications des lasers stabilisés en fréquence. Ensuite,
nous rappellerons les grandeurs physiques adaptées a 1'étude des propriétés spectrales d'un
oscillateur et les méthodes pour y accéder. Dans une troisi¢me partie, nous décrirons les
éléments-clés d'un asservissement : les références de fréquence, les discriminateurs de
phase/fréquence qu'elles permettent d'élaborer ainsi que la limite ultime de largeur de raie qui
peut ainsi étre atteinte, et enfin, les limitations imposées par la boucle d'asservissement. Enfin,
la derniére partie présentera des développements récents en matieére de métrologie des
fréquences optiques qui exploitent différentes méthodes de stabilisation.

2. DES LASERS STABILISES, POUR QUOI FAIRE ?

2.1 Vélocimétrie

On peut déterminer la vitesse d'un objet en mesurant le décalage Doppler que subit la lumiére
réfléchie par cet objet en mouvement.
Soit un objet dont on veut contrdler la vitesse avec une précision de & =1cm/s. La

P AR . . . .
fréquence de 1'onde réfléchie est vo(l ——) oll v représente la vitesse de 'objet suivant la
c

normale au plan de réflexion. Pour résoudre v, il faut donc pouvoir résoudre un changement
26 2& . -
de fréquence de 6v= voT-z ——. Si l'on utilise un laser & COy (4, =10um), on devra
0
mesurer un changement de 8v = 2 kHz, soit un changement relatif de §v/v = 6.10-11, Sj cet
objet est situé & 100 km de distance, le retard du signal réfléchi sera de 0.6ms. Autrement dit,
une grande stabilité a court terme du laser sera recherchée pour ce type d'applications (mieux

que 100 Hz (v /v =3. 10-12) sur 0.1 ms, typiquement). Par contre, une dérive 2 long terme de
la fréquence moyenne du laser de l'ordre du kHz/s n'affecte pas la résolution en vitesse. La
stabilité a long terme n'est pas ici un critére essentiel.

Dans les projets d'expériences de détection d'ondes de gravitation, la situation est similaire
puisque 1'échelle de temps caractéristique de la détection pour les événements les plus attendus

est de l'ordre de la milliseconde, la sensibilité requise devra étre de l'ordre de § v/v =10-21.

2.2 Métrologie des fréquences optiques

La référence primaire de temps/fréquence est donnée par la fréquence micro-onde de l'atome de
Césium au repos et isolé, a 9 GHz. Cette fréquence est une grandeur universelle, du moins si
l'on suppose que les constantes fondamentales, €, c, #,... ne varient pas au cours du temps. La
réalisation de cette fréquence est, quant a elle, sujette a de nombreuses erreurs. On peut
distinguer deux grandes classes d'erreurs :

- les erreurs dites statistiques incluent toutes les fluctuations de fréquences et dépendent de la
nature des bruits de fréquences en présence dans le systéme. Nous verrons qu'en présence d'un

bruit blanc de fréquence, la fréquence moyennée sur un temps T de l'oscillateur
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+T
(v(0), =% J.v(t‘ )dt' tend vers une valeur fixe v, comme 7~ 2. C'est donc la stabilité a long
'
terme qui constitue un parametre essentiel de la qualité d'une référence de fréquence.

- la somme des erreurs systématiques représente I'écart entre cette fréquence moyenne v, et
la fréquence de référence "vraie" correspondant a la définition de I'unité de temps. Les sources
de ces erreurs peuvent étre de nature instrumentale, par exemple une distorsion de la modulation
nécessaire a I'élaboration du signal de référence et qui en affecte le centre. Ces sources d'erreurs
peuvent étre en principe réduites par des progres instrumentaux. Il existe des sources d'erreurs
liées au mode de réalisation de la référence de fréquence dont voici quelques exemples

importants :
2

L c : Ve
* 'effet Doppler du second ordre qui déplace la résonance atomique de —®,, e ol v est le
C

module de la vitesse de I'atome de césium,

* le déplacement par pression,

* le déplacement lumineux lié & la présence de I'onde en interaction avec les atomes,

* les champs électriques ou magnétiques extérieurs.

Ces erreurs peuvent étre parfois évaluées et donc partiellement compensées.
Expérimentalement, la précision ultime est une fraction de la largeur de la résonance qui est

détectée. Une horloge a césium typique fournit un signal de frange de Ramsey de Av=100Hz
de largeur. Pour obtenir une précision relative de 8v/v =10-14, il faut déterminer le centre de la

frange avec une précision de pointé de Sv/v =10-6. Ce niveau de performance n'a pu étre
atteint que par de nombreuses années d'effort sur les horloges a césium. Pour conserver le
méme niveau de précision relative sans disposer pour autant d'une telle précision du pointé, il

faut soit augmenter le pouvoir de résolution de I'expérience (abaisser Av) soit utiliser un

standard de fréquence,v, plus élevée.
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Figure 1 : Exemple de signal de frange de Ramsey obtenu sur la transition du césium a 9 192 631 770 Hz,
standard primaire de fréquence, sur une expérience de fontaine atomique [1] le progrés significatif sur la résolution
par rapport aux horloges usuelles améliore sensiblement la stabilité a long terme.

La largeur d'une résonance, Av, est proportionnelle a l'inverse du temps d'interaction
cohérente de 'onde lumineuse avec les atomes. Cette largeur de 100 Hz est reliée au temps mis
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par les atomes de césium dans un jet thermique pour traverser les deux zones de champ

distantes de plus d'un metre. Un temps d'interaction d'une seconde (Av =1 Hz) dans une
expérience de fontaine atomique a pu étre obtenu grace a la possibilité de refroidissement des
atomes par laser qui peuvent étre stoppés et manipulés de fagon controlée (Figure 1).
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Figure 2 : chaine de fréquences reliant Figure 3 : chaine de fréquences reliant la
l'horloge & césium vers 9 GHz a la région région spectrale de 10 um 2 la fréquence visible
spectrale de 10 pum [2]. (4]

L'autre voie consiste & utiliser une transition atomique ou moléculaire dans le domaine
optique (infrarouge ou visible). Pour une résolution de Av=1kHz, une précision de pointé de

6.10-3 est suffisante & v = 600 THz pour obtenir la méme précision relative de 10-14.
Expérimentalement, cela est plus facilement accessible. De telles fréquences de référence
constituent des standards de fréquences secondaires dont les valeurs exactes ne peuvent étre
déterminées que par un raccordement au standard primaire délivré par une horloge a césium via
un chaine de fréquences. Les Figures 2 et 3 montrent deux chaines de fréquences, I'une
(Figure 2) raccorde 1'horloge a césium a la région spectrale de 10 um ou des lasers 2 CO,
stabilisés sur des raies de OsOy4 constituent des standards secondaires de fréquences. La
seconde chaine (Figure 3) utilise les standards secondaires de fréquences vers 10 m pour
mesurer une fréquence visible.
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2.3 Spectroscopie a haute résolution

La spectroscopie laser nécessite une source de fréquence balayable continiment. Les
spécifications de la source vont dépendre du niveau de résolution visé, de la précision de pointé
escomptée et du temps d'intégration requis pour l'enregistrement des signaux. La largeur de raie
laser doit étre beaucoup plus faible que la résolution alors que la stabilité & long terme doit étre
grande devant la résolution pendant le temps d'accumulation du spectre.

Pour des expériences de faible résolution et pour laquelle une calibration en fréquence de
T'ordre de la fraction de largeur de raie est suffisante, il est possible de s'affranchir des
méthodes de stabilisation laser. On peut en effet balayer la fréquence du laser "libre” en
appliquant une rampe de tension sur une céramique piézo-€lectrique portant un miroir de la
cavité. L'enregistrement simultané au spectre des pics de transmission d'une cavité Fabry-Perot
permet une calibration de I'axe des fréquences. Si une calibration absolue en fréquence est
nécessaire, on peut enregistrer en paralléle un spectre moléculaire dense lui-méme calibré (ex :
Atlas de I'Tode).

Lorsque la résolution augmente, il devient rapidement indispensable d'utiliser des méthodes
de stabilisation laser. Le principe de base adapté a la spectroscopie a trés haute résolution
consiste a utiliser deux lasers. Le premier laser est stabilisé sur une référence de fréquence trés
stable et est utilisé comme oscillateur local. On réalise alors le battement avec un second laser de
fréquence "proche" et on asservit en phase ce battement sur une source radiofréquence ou
micro-onde. Le balayage de cette derniére fréquence assure le balayage de la fréquence du
second laser par rapport a l'oscillateur local. Si I'on admet que l'asservissement en phase
permet de transférer pratiquement toutes les propriétés spectrales de l'oscillateur local sur le
laser balayable, c'est donc la qualité de la référence de fréquence utilisée et les performances de
l'asservissement de l'oscillateur local sur cette référence qui conditionnent les performances
spectroscopiques ultimes (Figure 4).

Hyperfine Structure of the Q(45)AZ line of SF;

Total spin of the fluorines: I=1 and 3
Power : 50nW
Pressure : 10 %Torr

u

< - £
15kHz

Figure 4 : Structure hyperfine d'une raie de SF. Il s'agit de la structure la plus étroite résolue dans la région

spectrale de 10 pm (7 composantes sur 5.4 kHz). Une pureté spectrale de I'ordre de 10 Hz et une stabilité & long
terme de I'ordre du Hz/mn du laser 2 CO, sont nécessaires pour atteindre cette résolution. [5]

3. PROPRIETES SPECTRALES D'UN OSCILLATEUR

Le champ laser n'est qu'un exemple d'oscillateur. Les définitions, théoremes et propriétés
utilisés couramment en théorie du signal sont, de ce fait, directement opérationnels pour
caractériser les propriétés spectrales d'un champ laser.
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3.1 Densité spectrale de puissance
3.1.1 Rappels

+o0
F(w)= J. f(t)exp(—iwt)dt est la transformée de Fourier de f(z).

—o0

C/(M=(f+Df *O) =i [ 7+ Df * (0 3

To+ee

est la fonction d'autocorrélation de f.
Selon le théoréme de Wiener-Khintchine, la densité spectrale de puissance associée a la
fonction fest la transformée de Fourier de la fonction d'autocorrélation :

S (@)= fC,(T) exp(—iwt)dT @

—o0

Alors la "puissance” totale associée a f vérifie :
i do 5
P =C,0)= | Sy(@) 7> ®)

Par la suite, nous distinguerons les pulsations dans le domaine optique, @ et @,, des
pulsations plus basse fréquence, €2, ainsi que les fréquences optiques v et v() des basses

fréquences notées f.

3.1.2 relations entre les densités spectrales de puissance du champ, de fréquence, et de phase :

Soit E(z) le champ laser considéré :

6
E(t) = E,(1+ V() exp(i( @yt + ¢(1))) ©

V(1) et (1) représentent respectivement le bruit d'amplitude et le bruit de phase associés au

champ laser et sont supposés varier lentement devant la pulsation optique ®,. Si nous
négligeons la corrélation entre ces deux types de bruits, la fonction d'autocorrélation du champ
électrique s'écrit :

: . : D
C(7) = Eg exp(io,T)[1+ C, (7)) exp(io(t + 7) - ip(1)))
En utilisant le théoréme des moments applicables a des processus gaussiens, on obtient :
. . 1 8
(exp(z(p(t +7)— z(p(t))> = exp(——2—<[(p(t +7T)— (p(t)]2>) = exp(Cw(T) - Cq,(O)) ®)
et la puissance totale est :
®

P, = Cz(0) = E}(1+ C,(0))

ou nous voyons que seul le bruit d'amplitude ajoute une puissance supplémentaire a celle du
champ €lectrique.

Si nous supposons que les bruits d'amplitude et de phase n'ont pas de cohérence a long
terme, c'est a dire si :

(10)

Co(D)y = Cp(D),, =0

T—eo

alors, nous avons :
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Cy(7),,..=E? exp(—Cq, (())) exp(i®, 7) = E; exp(— @2, )exp(iw,T) an

ot ¢? représente la variance de la phase. L'équation (11) indique que la fraction de

puissance restant dans la porteuse est réduite par le facteur exp(—(p,zm). Par suite, si la phase

diverge comme c'est le cas en présence d'un bruit blanc de fréquence, alors cette fraction de
puissance est nulle.
Enfin, il est courant de considérer le bruit de fréquence plutét que le bruit de phase. Si I'on

R . » 1 . . -
considére qu'ils sont reliés par f(¢) :2—-(0(t), les densités spectrales respectives vérifient la
b4

relation :

Q 2
5,@=(32]) 5,@

(12)

3.2 Largeur de raie laser

La forme de raie laser est représentée par la densité spectrale de puissance associée au champ
laser E':

Sg(w) = fCE(T) exp(—iwt)dt (13)

—00

ol la fonction d'autocorrélation de E est obtenue a partir des équations (7) et (8) :

C (1) = E2 exp(iar, 7)1+ G, (D)]exp(C, (2) - C, (0)) (14)
Cette forme de raie est le signal qui serait obtenu avec un analyseur de spectre optique. En
pratique, un analyseur de spectre dans le domaine radio-fréquence permettra d'observer une
densité spectrale de puissance associée au battement entre deux lasers de fréquences voisines.
Ce battement reproduira les propriétés spectrales du laser le moins stable ou le plus bruyant. Si
les deux systemes lasers sont identiques mais indépendants, les fluctuations de fréquence du
battement résultent, a parts égales, de celles de chaque laser qui peut ainsi étre caractérisé.

3.2.1. Cas on le bruit de phase est faible

Dans I'hypothése d'un bruit de phase faible (|C¢(T)I<< 1), cette expression peut étre
développée :

C.(1)=E} cxp(—(pfm)[l +C, (1) + Cq,(T)]exp(ia)OT) 15)
dont la transformée de Fourier (13) s'exprime aisément :

Se() = E exp(~ 92, )[8(0 - @) + 5,(0 — ;) + S, (@~ )] (16)

La forme de raie est alors la somme de trois termes : le premier représente la porteuse a la
fréquence @, dont I'amplitude est réduite par la présence du bruit de phase comme indiquée
dans le §II.1.2. Les deux autres termes traduisent l'apparition de bandes latérales dues aux
bruits de phase et d'amplitude. Ce spectre de bruit est simplement la somme des densités
spectrales de puissance des bruits de phase et d'amplitude décalées de la fréquence égale a la
porteuse.

Le cas d'un bruit blanc de phase est une application immédiate de la situation décrite ci-
dessus. Expérimentalement, c'est le type de bruit obtenu lorsqu'on réalise un asservissement en
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phase idéal d'une fréquence laser sur un oscillateur de référence en présence (inévitable) du
bruit quantique de la lumiére ou shot noise. La densité spectrale de bruit de phase peut s'écrire
dans ce cas :

2

¢
_ ) Q< 2B an
Sw(g)— 2B | l
0, |Q>2zB
La fonction d'autocorrélation associée au bruit de phase s'écrit :
sin(27B7) (18)
C,(1)= ¢ ——-=
qJ( ) (Prms ZFBT

La fonction prend des valeurs négligeables deés que 7>> %3 temps au-dela duquel le
systéme perd la "mémoire" de la phase initiale. La densité spectrale de puissance du champ laser
est alors donnée avec une bonne approximation par 1'équation (16) : il est constitué¢ d'une
porteuse a la fréquence laser @, et du bruit blanc centré a @, dont la largeur est la bande

passante du bruit de phase. La puissance perdue de la porteuse se retrouve exactement dans ce
bruit car une modulation de phase n'ajoute pas de puissance au signal modulé (cf. Eq. (9)).

3.2.2. Cas d'un bruit blanc de fréquence dans une bande passante finie B
Dans certaines situations expérimentales importantes, la fréquence laser et non la phase est

modulée suivant un processus stochastique dans une bande passante B. Pour simplifier, nous
supposerons que :

£ <
ms 19
Sf(Q)Z 2B’ [QI_Zﬂ'B ( )
0, |Q>27nB

2
frmx

]
= est la densité spectrale de bruit exprimée en Hz2/Hz et ( f,fm.)/2 décrit la fluctuation

moyenne en fréquence résultant de ce spectre de bruit. Selon Eq. (9), la densité spectrale de

5,(Q)
(Q2m)
spectrale de puissance du champ laser, si I'on néglige le bruit d'amplitude, est obtenue grice
aux équations (7) et (8) et par application du théoréme de Wiener-Khintchine :

puissance de bruit de phase vaut S, (Q) = et diverge a basse fréquence. La densité

S, (@)= T dtE; exp(i(w, - 0)7) exp(~(Cw(O) - cw(f))) (20)

La fonction de T dans l'intégrale (20) contribue 4 la densité de puissance essentiellement aux

temps plus courts que l'inverse des excursions du bruit de fréquence, soit 7 < ( fr )—”2.
D'apres Eq. (12) et utilisant a nouveau le théoréme de Wiener-Khintchine, nous obtenons :
+o0
dQ S, (Q)
C,(00-C,(7)= | ——L—
(0= C(D £ 27 (Q/2x)
2 7mBt 2

2rtf.. _[ de sin®(€)

B &

(1- exp(iQ7))
@n
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Il faut noter que la fonction d'autocorrélation du bruit de phase, elle-méme, diverge
contrairement au cas du bruit blanc de phase. Seule, la différence C,(0)- C,(7) conserve une

valeur finie dont I'expression se simplifie pour les temps courts et les temps longs devant %3 :
22
Pour : 7B|1|<< 1, C,(0)~C,(7) =27 f,, T’ @2

foms @3

I
3.2.2.1 bruit basse fréquence : dans le cas ot le bruit de fréquence est d'amplitude grande
devant la bande passante, (B << ( frfm)llz), alors 1'expression (22) est applicable dans tout le

mB|t|>>1, C,(0)-C,(1)~=

. -1/2 . .,
domaine "utile” d'intégration, 7< ( f,fm) , de 1'Eq. (20). Finalement, la densité spectrale de
puissance est une Gaussienne :

E2 o-w,) (24)
Sp(w) = 2 17z €XP “( 2 20)
(27/2,) 8712,
La largeur de raie laser 2 mi-hauteur est donnée par :
Av=4/[8In(2)£2,]

Il s'agit typiquement de la forme de raie d'un laser a colorant.

(25)

3.2.2.2 bruit blanc de fréquence large bande : dans le cas ol la bande passante est grande
devant l'amplitude du bruit de fréquence B >> f"f“m, I'essentiel du domaine "utile"

d'intégration, T< f2."", de 'Eq. (20) est situé dans la région mzB >>1 pour laquelle
l'expression (23) s'applique. Finalement, la densité spectrale de puissance du champ laser est la
transformée de Fourier d'une exponentielle, i.e. :

7 frns
B (26)

IRCNET A
(o w0)+( B)

Il s'agit d'une Lorentzienne centrée & @ = @, et de largeur & mi-hauteur :

Sy (w)=2E}

2 27
AV:% ( )

Cette forme de raie Lorentzienne est rencontrée dans deux situations importantes :

- le cas de la fréquence laser perturbée par I'émission spontanée coexistant inévitablement
avec le processus d'émission stimulée responsable de l'effet laser (ainsi que les fluctuations du
vide entrant dans la cavité). Elle donne lieu & un bruit blanc de fréquence et un bruit blanc
d'amplitude. Ce dernier contribue en général de facon négligeable a la forme de raie qui résulte
surtout du bruit blanc de fréquence. Il s'agit d'une forme de raie Lorentzienne (26) dont la
largeur est appelée largeur de Schawlow-Townes (cf. cours "Bruit quantique dans les lasers" C.
Fabre) :

av=Da_ Do @8
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K est la largeur spectrale d'un mode de la cavité laser passive et N représente le nombre
moyen de photons dans la cavité.

- le cas d'un laser stabilisé en fréquence dont le signal de correction est limité par le bruit de
photons : nous reviendrons sur cette situation dans la quatriéme section.

3.2.2.3 Remarque sur les largeurs de raies dans les deux cas ci-dessus : il n'est pas anodin
c . . ) . 2
que les dépendances des largeurs de raies avec le bruit de fréquence varie comme +/ f,;_ pour un

bruit basse fréquence (Gaussienne) et comme f2 pour un bruit large bande (Lorentzienne). En
effet, lorsqu'on étudie le battement entre deux lasers identiques mais indépendants - ce qui est
une procédure couramment employée pour caractériser les propriétés spectrales d'un laser -,
dans le premier cas, la largeur de raie du battement (que 1'on peut effectivement observer) est

2 fois la largeur de raie de chaque laser, dans le second cas, elle vaut 2 fois la largeur des
lasers.

En effet, si ¢(z) = ¢,(t) — ¢,(r) est le bruit de phase du battement entre les lasers 1 et 2, la
fonction d'autocorrélation, déduite de la définition (3), est simplement C,(7)=C, (7)+C, (7)
car les lasers sont supposés indépendants. D'aprés (4) et (12), les densités spectrales de
puissances de bruit de fréquence s'ajoutent aussi : §,(Q) =S, (Q)+S, (Q), cqfd.

3.2.3. Rdle du bruit basse fréquence :

Un bruit blanc de phase sur le spectre de la fréquence laser se traduit par la réduction de la
porteuse du champ laser et I'apparition d'un bruit blanc (cf. Eq. (16) et (17)). Un bruit blanc de
fréquence a pour effet de faire disparaitre toute porteuse de la forme de raie laser ; celle-ci
présente, des lors, une largeur finie (cf. Eqs. (25-27)), quelle que soit la bande passante de ce
bruit. Ceci est une conséquence de la divergence de la densité de puissance de bruit de phase

correspondante aux basses fréquences (comme L 2)- En ce sens, le bruit de phase donne une

indication sur le spectre du champ laser plus directe que le bruit de fréquence.

Néanmoins, expérimentalement, on a acces au bruit de fréquence d'un laser plus souvent
qu'a son bruit de phase. Les signaux d'absorption en spectroscopie atomique ou moléculaire,
les pics de transmission de cavités Fabry-Perot constituent des discriminateurs de fréquence qui
permettent d'observer ce bruit de fréquence. C'est donc les composantes basse fréquence du
bruit de fréquence qui jouent le rdle déterminant sur la largeur de raie laser. Ce fait est
clairement illustré par les expressions (25) et (27) des largeurs de raie laser. Dans le cas d'un

bruit basse fréquence, la largeur varie comme f”zm"2 (cf Eq. (25)), fluctuation moyenne en

i v 2
”'“Tf,i\- (cf Eq. (27))

ou le rapport d'atténuation représente la fraction de bruit basse fréquence dans la bande passante
B. A contrario, a un bruit blanc de phase correspond un bruit de fréquence qui diverge aux

hautes fréquences comme €. Ce bruit haute fréquence n'altére que de fagon marginale le
spectre du champ laser.

Ces considérations ont des conséquences importantes en maticre de stabilisation en fréquence
des lasers. En effet, un systéme d'asservissement en fréquence dont la bande passante est finie,
pourra assurer une correction efficace des fluctuations aux basses fréquences. Par contre, il est
fréquent que cela s'accompagne d'une légére dégradation du spectre au voisinage de la limite
supérieure de la bande passante de l'asservissement. Ceci n'empéchera pas un affinement
significatif de la raie laser si du moins la bande passante de I'asservissement est comparable ou
supérieure a I'amplitude des fluctuations du laser "libre".

fréquence. Lorsque le bruit est large bande, la largeur varie comme
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3.2.4 Bruit trés basse fréquence et temps fini de la mesure

La description ci-dessus supposait implicitement que 'on avait affaire a des phénoménes
stationnaires i.e. la fréquence laser oscille autour d'une fréquence @,, fixe au cours du temps.
Expérimentalement, ceci n'est jamais vérifié car les expériences s'effectuent sur un temps fini et
une fréquence laser méme asservie est susceptible de dériver de fagon irréversible. Une dérive
peut étre interprétée comme un bruit de fréquence nulle d'amplitude infinie. De ce fait, la largeur
de raie laser est strictement infinie. Il est vrai que le signal d'absorption accumulé sur un temps
trés long se trouvera fortement élargi sous l'effet d'une telle dérive. Heureusement, il est tout de
méme possible d'obtenir une résolution finie. Pour obtenir une largeur de raie laser significative
pour la résolution de I'expérience, on peut introduire une fonction d'autocorrélation modifiée :

T.(1)= % [arE(+0)E (1) 29
-T

ol [—T ,T] est l'intervalle de temps dans lequel se déroule l'expérience. Dans ce cas, la

nouvelle fonction d'autocorrélation est non nulle seulement pour |z| < 27. La forme de raie laser
effective est obtenue en modifiant 'équation (13) :

Sp(w)= +fdfas(’f)f=>(p(—ian) (30)

ey

Considérons comme seule source de bruit une dérive linéaire en fréquence = w, + o7 soit

1
E(t)=E, exp[iI dr ot )J pour —T < ¢ < T. On démontre aisément le résultat intuitif suivant :
0

- si la dérive est faible pendant le temps de mesure (a7 << %), la largeur spectrale est
imposée par yT :
sin’((@0 - w,)T) 31)
(0-a,)'T

ce spectre tend bien vers un pic de Dirac si'le temps de mesure est infini.

gE(a)) =4E,

- si la dérive est importante pendant le temps de mesure (ot T >> yT ), 1a largeur spectrale est
imposée par cette dérive. Le spectre laser est "vu" comme un spectre blanc de largeur égal a la
dérive pendant le temps de mesure :

2
Ey ,—aT<w-w,<aT (32)

En fait, le temps fini de la mesure ou de l'expérience opére comme un filtre passe-haut
[yT,+oo[ pour le bruit de fréquence du spectre lumineux qui, par contre, sera "vu" avec une

largeur égale a I'inverse de ce temps de mesure augmentée par le bruit "haute fréquence" présent
sur le spectre. C'est pourquoi, dans les expériences ol la résolution spectrale est visée, il
existera un temps de mesure optimal.

3.3 Variance d'Allan

La description du champ laser donnée ci-dessus est effectuée dans le domaine fréquentiel. Une
description équivalente dans le domaine temporel est bien entendu possible.
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3.3.1 Définition :

La fréquence laser instantanée est définie par :

1 d 33
V)= vo+5 L= vi14(0) Y

La fonction y(z) est une grandeur sans dimension qui représente les fluctuations relatives de
fréquence laser. Expérimentalement, on peut mesurer la fréquence laser (ou du moins le

battement entre deux lasers) a l'aide d'un compteur sur un laps de temps fini, T. Une telle
mesure peut étre effectuée a intervalles réguliers T. Soit £, le début de la kieme mesure, alors :

+T

(V(), .= Vo +% J dt

On définit alors la variance de y(¢) a N échantillons :

[y,‘,r -
1 j

Ldo_yfi45,.) S

27 dt
2
35
of,(N,T,T)——l— }',) G

14

Mz
z|~
[\4Iz

)

™.

—_— {
T
Figure 5 : représentation schématique des deux temps caractéristiques de la variance © )2( N, T,t )

La variance a deux échantillons et telle que 7 = 7 joue un rdle particulier. Si on moyenne cette
variance sur un trés grand nombre d'échantillons, on obtient la variance d'Allan , soit :

0}(0)=(e221,9) = (7.~ 7..)) 9

En pratique, le nombre de mesures m est fini. La variance d'Allan est approchée par
I'expression :

2
li (yk+1 T yk ‘r) (37)
M =i
avec une précision :
Ac® 1 (38)
o’ m

Expérimentalement, on acceéde a la variance d'Allan d'un laser en mesurant le battement avec
un laser de référence beaucoup plus stable. Si I'on dispose de deux lasers identiques et
indépendants, une bonne estimation de la variance d'Allan de chaque laser est donnée par la
variance du battement des lasers divisé par deux.

3.3.2 Relation entre variance d'Allan et densité spectrale :

D'apres Eq. (33), les densités spectrales de puissance associées au bruit de fréquence et & y(t)
sont reliées par :
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5,(Q) = v25,(Q) &9

Les informations apportées par la variance d'Allan et par la densité spectrale de puissance
sont équivalentes, du moins lorsque celle-ci est effectivement définie. Ceci est exprimé par le
théoréeme de Cutler (cf Annexe) :

sin* (9—
2 LT 2 (40)
oy(e)=— j” dgsy(g)@r
2
Expérimentalement, on rencontre différents types de bruit qui varient selon une puissance de

la fréquence :
Q (41
S'(Q) =, (i Y ”)’

La variance d'Allan est alors reliée a la densité spectrale de bruit de fréquence dans les cas
importants suivants :

! ! 2 type de bruit
5,(Q) o,(7) ype de brui
_ 47t Marche aléatoire de
2 h., (% n) : h, id T fréquence
-1 K (|Q% 7[) -1 h_,4In(2) Bruit de Flicker
1 Bruit blanc de
0 ko hy ; fréquence

Tableau I : Relation entre densité spectrale et variance d'Allan pour différents types de bruit.

Dans le cas d'une dérive linéaire de la fréquence, la densité spectrale n'est pas définie. Par
contre, une simple application de 1'équation (36) montre que la variance d'Allan est bien définie

et est proportionnelle & 7°.

Le mode de représentation o le plus utilisé est une représentation de la racine carré de la
variance d'Allan en fonction du temps en échelle Log-Log.

La Figure 6 représente une allure typique et schématique d'une variance d'Allan en présence
de différents types de bruits :

- le bruit blanc en fréquence, dominant a haute fréquence. 1l se traduit par une pente -1/2. Les
relations du Tableau 1 et les expressions (19) et (27) montrent que la largeur de raie laser est
reliée a la variance d'Allan par :

Av=27mvjol(1)7, <71, (42)

- A partir d'un temps 7= 7,, il apparait un plateau dit "plancher de Flicker" qui correspond 2

un bruit basse fréquence en 1/f (= 2%). Ce type de bruit est rencontré sur pratiquement tous

les oscillateurs, son origine physique n'est pas trés bien comprise. Ce plancher joue un réle
important puisqu'il correspond a la précision maximale avec laquelle la fréquence de
l'oscillateur peut étre connue, quel que soit le temps d'intégration de la mesure.
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Figure 6 : Représentation de la variance d'Allan d'un oscillateur en échelle Log-Log, en présence de quelques
types de bruit.

- Sur des temps encore plus longs, des bruits de plus basse fréquence peuvent devenir
dominants. Il peut s'agir de bruits tels que la fréquence évolue suivant un mouvement brownien
(marche au hasard de pente 1/2), ou linéairement avec le temps (pente 1), etc. Il s'agit de
systemes dont la fréquence diverge : c'est le cas d'un laser libre, ce peut étre le cas d'un laser
asservi sur une référence de fréquence qui, elle-mé&me, dérive. La plage de temps sur laquelle
une mesure de fréquence sera la plus précise correspond avec celle ot le "plancher de Flicker"
est atteint.

4. STABILISATION EN FREQUENCE

Les méthodes de stabilisation en fréquence des lasers couvrent un domaine extrémement varié.
Il est hors de propos d'en faire un catalogue. Nous nous attacherons a présenter le principe d'un
asservissement ainsi que les conditions & réunir pour que celui-ci soit efficace.

4.1 Principe de l'asservissement

La stabilisation en fréquence ou en phase d'un oscillateur (laser) met en jeu plusieurs éléments :

- Le champ laser porteur d'un bruit de fréquence ou de phase dont la composante de Fourier
a Q avant asservissement est £(£2).

- Une référence de fréquence ou de phase.

- Un comparateur qui a pour but de mesurer I'erreur par rapport a la référence.

- Un transducteur qui permet d'appliquer le signal de correction élaboré a partir du signal
d'erreur apres amplification et filtrage (la fonction de transfert correspondante est G(£2)).

Figure 7 représente le principe de fonctionnement de I'asservissement :

Le signal d'erreur résiduel en boucle fermée, € (Q), satisfait  la relation suivante :

£,(Q) = £(Q) - G(Q)e,(Q) = &,(Q) = % @3)
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Q (Q Q
2 5 G LASER s N S s
£(Q
G(Q) Q)
G(Q) X Référence
comparateur

Figure 7 : Schéma de principe d'un asservissement. E(Q) est l'erreur de phase/fréquence en boucle ouverte

ala fréquence Q. £, (Q) est l'erreur résiduelle aprés correction.

Sur Ie schéma de la figure 7, le laser est placé a I'intérieur de la boucle d'asservissement. Il
est également possible d'utiliser un laser libre (ou stabilisé sur le long terme seulement) et
d'effectuer les corrections directement sur le faisceau de sortie a I'aide de transducteurs comme
des modulateurs acousto-optiques et électro-optiques. Les deux méthodes peuvent enfin étre
combinées.

Comme le gain de l'asservissement a fréquence nulle, G(0), est nécessairement fini, il en
résulte une erreur statique résiduelle. Un asservissement en phase se caractérise essentiellement
par le fait que 1'on mesure la phase du laser par rapport & une référence de phase. Par exemple,
l'injection d'un laser dans un second laser réalise la mise en phase du second laser sur le
premier. Le battement entre deux lasers peut lui-méme étre mis en phase sur une source radio-
fréquence trés stable. Les deux lasers acquiérent alors une relation de phase bien définie. Il y
aura dans ce cas une erreur statique de phase. Par contre, il n'y a pas d'erreur sur la fréquence
moyenne contrairement a 'asservissement en fréquence ou l'on effectue une comparaison de
fréquence.

Dans la suite de ce cours, nous allons principalement discuter des asservissements en
fréquence et de I'influence des différents éléments constitutifs.

4.2 Les références de fréquence et leurs limitations
4.2.1 Les références de fréquence

Les propriétés spectrales du laser a stabiliser ne pourront, en général, pas étre meilleures que
celles de la référence de fréquence utilisée dans I'asservissement.

4.2.1.1 Résonance d'un interférometre Fabry-Perot : un premier type de référence est
constitué par un résonateur optique. Par exemple, une cavité Fabry-Perot symétrique constituée

de deux miroirs de rayon de courbure R et séparés d'une distance L, présente une série de
fréquences de résonance, v, , données par :

Vi = —2C—L{n+1+—1—(l+ m+ l)cos"(l - %H
T

ou L désigne la longueur optique associée a L.

Une telle référence pose deux problémes. Elle ne peut servir de calibration de la fréquence
absolue car celle-ci dépend de la longueur de la cavité qui n'est pas suffisamment bien connue.
Elle ne présente pas un caractere de stabilité intrinséque car la longueur de la cavité dérive au
cours du temps sous l'effet de la dilatation thermique, par exemple. Il est néanmoins possible de
prendre de grandes précautions dans la réalisation de la cavité. On a ainsi pu réduire les causes
de dérive de facon telle que le vieillissement ("aging") du matériau utilisé (U.L.E., ultra-low
expansion material) reste le facteur dominant de dérive. Une dérive trés linéaire (donc

(44)
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prédictible) de 1'ordre d'un Hz/s dans le visible a ainsi pu &tre obtenu. Ceci est une stabilité bien
souvent suffisante.

4.2.1.2 Transition atomique ou moléculaire : on peut considérer une fréquence de transition
atomique ou moléculaire car elle ne dépend que de constantes dites fondamentales, masses,
charge électrique,... supposées invariables. Il existe cependant des mod¢les théoriques
prédisant des variations de certaines constantes au cours du temps. Un test expérimental
consisterait a observer une dérive dans la mesure de I'écart entre deux fréquences atomiques
dépendant de ces constantes de fagon différente au cours du temps.

En l'absence d'une telle observation qui semble, pour l'instant, hors de portée de
l'expérience, ces fréquences de transition constituent des références de fréquence idéales, car
elles possédent une stabilité intrinseque. Le standard primaire de temps/fréquence est
actuellement une transition radio-fréquence de l'atome de césium a2 9 GHz. La mesure de
fréquence d'une transition atomique ou moléculaire située dans le domaine optique nécessite la
réalisation de chafnes de fréquence pour raccorder la région spectrale considérée au standard
primaire de fréquence. Dés le début des années 70, des mesures de fréquences absolues dans le
domaine spectral de 10 um (lasers & CO;) ont été effectuées, donnant lieu aux premiers
standards (secondaires) de fréquence optique. Depuis peu, des mesures de fréquences dans le
domaine visible ont été réalisées. Auparavant, on accédait a la fréquence via une mesure
interférométrique de la longueur d'onde, méthode potentiellement bien moins précise qu'une
mesure de fréquence.

4.2.2 Réalisation de la référence de fréquence et élaboration du signal d'erreur

4.2.2.1 Résonance atomique ou moléculaire : le standard de fréquence basé sur une transition
atomique ou moléculaire correspond a 1'écart de fréquence entre deux niveaux d'énergie du
systéme supposé isolé et au repos. C'est la seule définition absolue possible.

Toute réalisation pratique d'un tel standard est incompatible avec cette définition et risque
d'introduire des erreurs "systématiques"” de la fréquence. Trois effets sont inévitablement
présents :

- les déplacements lumineux dus 2 la présence du champ laser indispensable a la détection du
signal.

- le déplacement collisionnel dil a I'environnement.

2

- I'effet Doppler du second ordre, A®w :—a)o-zv—z, qui déplace la résonance de l'atome en
C

mouvement sondée par le laser (I'effet Doppler du premier ordre est, en moyenne, nul).

Ces erreurs systématiques doivent étre minimisées, elles sont parfois mesurées notamment
grace a une étude fine de la forme de raie et, dans ce cas, peuvent étre partiellement
compensées. Elles constituent une limite a I'exactitude de la fréquence.

Le type d'expérience effectué pour élaborer le signal d'erreur de la fréquence laser a asservir
peut induire d'autres erreurs de nature plus instrumentale, telle que la courbure des fronts
d'ondes ou la distorsion par modulation. On peut néanmoins énoncer une régle empirique : les
effets systématiques sont une fraction, petite en général, de la largeur de la résonance détectée,
c'est pourquoi un progres significatif de 1'exactitude d'un standard de fréquence accompagne en
général un gain dans le pouvoir de résolution de I'expérience qui réalise ce standard. C'est le
cas de I'horloge a césium réalisée a 'aide d'une fontaine d'atomes de césium refroidis.

Ces erreurs affectent la fréquence moyenne a laquelle est asservi le laser. La largeur de raie
laser ultime en présence d'un asservissement idéal dépend, quant a elle, du rapport signal-sur-
bruit avec lequel est obtenu le signal d'erreur de fréquence. Considérons une expérience
d'absorption saturée (i.e. signal de résonance non €largi par effet Doppler provenant des seuls
atomes ou molécules se propageant perpendiculairement 4 une onde stationnaire du laser).

La détection du signal démodulé a une harmonique impaire de la fréquence de modulation,
f,,, donne lieu a un signal de forme impaire par rapport a la fréquence de résonance. Il peut
donc jouer le role de discriminateur de fréquence. Le choix de la fréquence et la profondeur de
modulation est gouverné par la largeur de raie. La détection a une harmonique élevée a pour
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effet de réduire le contraste des signaux parasites larges présents avec le signal de saturation
(absorption linéaire, profil de gain du laser, franges d'interférence ,...). Ceux-ci introduiront
des offsets sur le point de fonctionnement de 1'asservissement, qui peuvent dériver au cours du
temps.

A4
| N 2 [ <> E
] > 0 < 7 'E
Laser cellule d'absorptio

o> 1

_/1_(_ fm‘

n

2

v
0

Figure 8 : Schéma d'une expérience d'absorption saturée utilisée pour obtenir un discriminateur de fréquence
propice  I'asservissement en fréquence du laser. les signaux démodulés a fiy, et 3f, présentent la symétrie

adéquate.

Le bruit d'amplitude présent sur le signal comporte souvent une partie basse fréquence en
1/£, dit bruit technique. On choisit si possible la fréquence de détection du signal d'erreur hors
de la bande passante de ce bruit, ce qui peut étre réalisé par la détection de la troisiéme
harmonique de la fréquence de modulation. Dans la partie haute fréquence, il reste un bruit
blanc. Celui-ci aura couramment deux origines : le bruit du détecteur indépendant de la
puissance laser et le bruit de photons (ou shot noise) qui varie comme la racine carré de la
puissance laser. Ce bruit d'amplitude présent sur le signal discriminateur de fréquence ne peut
étre distingué des fluctuations de fréquence et, de ce fait, sera interprété comme un bruit de
fréquence par la boucle d'asservissement. Cette erreur d'interprétation inévitable est responsable
de la largeur de raie finie en deca de laquelle il ne sera pas possible de descendre méme avec un
asservissement de gain infini.

Nous allons calculer cette largeur dans le cas ou le bruit dominant est le bruit de photons.

Soient P;, la puissance laser incidente sur la photodiode de rendement quantique 1, i, le
L, @ PUISSance as » PROLD Smen” Juaniq
photocourant ainsi généré, i, le courant associé au signal de saturation et i, , le courant de

bruit de photons produit dans la bande passante de la détection, B. Nous avons les relations
suivantes :

. P, (45)
=en—Lk=pP
! enhw pry

(46)
i, =pCP,

47)

i,, =PeiB
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Dans Eq. (46), C désigne le contraste du signal. Le courant de bruit de photons varie comme
la racine carré de la bande passante car c'est la puissance de bruit qui lui est proportionnelle
dans le cas d'un bruit blanc. Le signal d'erreur, en présence du bruit d'amplitude, est représenté
sur la Figure 9 :

Av

V

Figure 9 : Le bruit d'amplitude, i ,, , du laser présent sur le signal d'erreur est mesurable sur la ligne de

base de ce signal. Egalement présent au centre du discriminateur de fréquence, il s'ajoute sans distinction possible
au bruit lié aux fluctuations de fréquence que I'on cherche a corriger.

Le bruit de fréquence ramené par un asservissement parfait & cause du bruit d'amplitude est

donné par :
2
48
fiu= [ ﬂj “
i

s

Ce bruit de fréquence reproduit les propriétés spectrales du bruit d'amplitude. Dans le cas
d'un bruit blanc, la raie laser tendra vers une Lorentzienne dont la largeur se déduit de 1'Eq.
(27), soit :

2
C'nP/hw

AN. : Av=100kHz, C=5.10-3,11 =0.5, P;=1 mW, v =30 THz = 6v=0.1Hz.

Les paramétres de puissance, contraste et largeur de raie sont interdépendants a cause des
effets de saturation et dépendent eux-mémes des parametres atomiques et moléculaires. Il existe
donc un optimum des parameétres expérimentaux et la largeur de raie laser ultime dépend de
fagon sensible de la transition atomique ou moléculaire choisie.

4.2.2.2 Résonance d'une cavité Fabry-Perot : la stabilisation sur une résonance d'une cavité
Fabry-Perot ne présente pas ce type de limitation car l'interaction est essentiellement linéaire.
C'est pourquoi on choisit parfois ce type de discriminateur de fréquence pour affiner la raie
laser, la référence atomique ou moléculaire servant alors a la stabilité a long terme.

Le montage expérimental typique est le suivant :
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Figure 10 : Principe du montage permettant l'asservissement en fréquence sur le pic de transmission ou le
pic de réflexion d'une cavité Fabry-Perot.

I1 est possible d'asservir la fréquence laser sur le pic de transmission ou le pic de réflexion.
Le calcul de la largeur de raie laser ultime pour un asservissement sur le pic de transmission est
similaire au cas d'une résonance atomique. Si le bruit dominant est le bruit de photons, on
trouve :

(Av) (50)

ov=2rm
ne./ho

AN.: Av=500kHz,n =0.5, P;=1 mW,v =30 THz = Sv=50pHz.

L'expression (50) est la méme que (49) dans laquelle C=1. L'autre différence vient du fait
qu'il n'y a pas de saturation et si la puissance laser incidente augmente, la largeur de raie ultime
continue a diminuer car le signal continue a croftre sans élargissement. C'est pourquoi les
largeurs de raies ultimes peuvent €tre extrémement étroites. En pratique, le gain et la bande
passante de I'asservissement seront les facteurs limitants.

Si l'asservissement est réalisé sur le pic réfléchi, le bruit d'amplitude du laser est nul a la
résonance car le signal continu tombe & zéro. Dans ce cas, le bruit du détecteur est le seul bruit
présent. Il s'agit d'un bruit blanc indépendant de la puissance laser. Par suite, la largeur de raie

ultime, &V, est proportionnelle & /Pz .
L

4.3 La boucle d'asservissement et ses limitations

Dans la section précédente, nous avons vu les limites apportées par le bruit présent dans la
détection de la référence de fréquence. Ici, nous faisons abstraction de ces limitations et
considérons celles imposées par la boucle d'asservissement elle-méme. Pour cela, nous allons
considérer 4 nouveau un asservissement en fréquence d'un laser présentant un bruit blanc de
fréquence :

(51
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4.3.1 Boucle constituée d'un intégrateur et d'un gain proportionnel

Nous avons vu que le bruit basse fréquence joue le réle dominant dans la largeur de raie. Cest
pourquoi un systéme d'asservissement, pour étre efficace, devra présenter un gain trés élevé
dans ce domaine-la. Un intégrateur est le cas le plus simple que 1'on puisse considérer. On peut
lui ajouter un gain proportionnel qui corrigera également le bruit plus haute fréquence. La
fonction de transfert d'une boucle d'asservissement constituée d'un intégrateur et d'un gain
proportionnel] est :
1 Q. 52
GQ)=K,+——=K,+— ©2)
iQr, iQ
L'analogue électrique d'une telle fonction de transfert est donnée par un amplificateur
opérationnel comme ci-dessous :
Log(G{2 ))

R C N\
<— 6 dBJ/oct.

~0dB

si P$~1

KP=R/I‘
Q,. =1/rC

N
> d

~Q i/KP LogQ)

Figure 11 : Fonction de transfert en échelle Log-Log d'un intégrateur et d'un gain proportionnel (a droite) et
I'analogue électrique d'un montage ayant une telle fonction de transfert (a gauche).

En boucle fermée, la densité spectrale de puissance de bruit de fréquence devient selon Eq.
43):

S(Q) b Q’ (53)
erab. Q — f -2
@) h+G@Qf 2 Q+(k,+1)Q

On utilise successivement les équations (12) et la réciproque de (4), pour obtenir :

C,(0)-C,(7)=¥ (1 - exp(_..ﬂild D (54)

K, +1

ol b’:L‘ La forme de raie du laser asservi se déduit alors de Eq. (20) en
(Kp +1)Q,

[

effectuant le développement en série de la fonction exp :

Se(w) =27 E; exp(—b') 6(o - w,)

VL K,+1 (55)
+2E§exp(—b)2 ' i 5
 n 2 nQ.
(0-w,) +| ———
K, +1
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Cette expression montre que c'est I'intégrateur qui permet de rapporter de 1'énergie dans la
porteuse (si £ # 0). En I'absence d'intégrateur le niveau de bruit blanc en fréquence est

. c . 2 e e e s . . .
simplement divisé par (K pt ]) . Le gain d'un intégrateur réel sature nécessairement. Il en
résultera une porteuse légérement élargie par cette saturation.

4.3.2. Le délai dans les asservissements

La description ci-dessus suppose que la correction est appliquée de fagon instantanée. Ceci n'est
jamais vrai : il faut prendre en compte le temps de réponse des différents éléments de chaine de
mesure. En dernier ressort, le temps de propagation fini de 1a lumiere le long du trajet optique
utilisé pour 1'élaboration du signal de correction est le délai minimum qu'il faut considérer. Par
exemple, il inclut le temps de stockage de la lumiére dans une cavité Fabry-Perot si
l'asservissement est réalisé sur le pic de transmission. Intuitivement, on comprend qu'il ne sera

pas possible de corriger & des fréquences supérieures a 1/t si T désigne ce délai. On peut ainsi
montrer dans le cas de l'intégrateur et du gain proportionnel que le criteére de stabilité de
I'asservissement sera stable si :

Q.7
\1-K?

En pratique, il est préférable d'introduire dans la fonction de transfert une fréquence de
coupure (filtre passe-bas) inférieure a 1'inverse de ce délai afin de pouvoir augmenter le gain
proportionnel et de corriger de fagon optimale le bruit de fréquence.

56
<§+Arcsin(K,,) et 05K, <1 (56)

S. EXEMPLES

Pour illustrer les résultats établis dans les deux parties précédentes, nous allons donner deux
exemples d'expériences réalisées pour démontrer soit les propriétés spectrales des lasers soit
I'efficacité que I'on peut atteindre par des méthodes d'asservissement rapide.

N

5.1 Asservissement d'un laser a colorant sur une cavité Fabry-Perot (d'apres

[8hH
5.1.1 le laser libre

Un laser a colorant présente un bruit de fréquence important. Celui-ci résulte notamment des
fluctuations d'épaisseur du jet de colorant circulant au travers de la cavité. Si I'on considére une
cavité de longueur 1 m et un changement d'épaisseur du jet de colorant de l'ordre de 1 nm
(quelques couches moléculaires), dont l'indice est de l'ordre de 2.5, le changement de

fréquence de résonance de la cavité laser ainsi induit 2 600 THz (7=0.5 pm) vaut 900 kHz. La
technologie des jets et des buses permet difficilement de descendre en dessous de ce niveau de
fluctuations pour le laser libre. Ce bruit de fréquence est un bruit basse fréquence (faible devant
les excursions de fréquences (900 kHz) ) qui s'étend au plus sur quelques dizaines de kHz.
Pour connaitre la forme de raie du laser libre, il suffira d'enregistrer avec un analyseur de
spectre radio-fréquence le signal de battement entre ce laser et un laser de plus haute pureté
spectrale comme un laser HeNe. Pour s'affranchir des effets de dérive de la fréquence du laser
libre. 11 suffit d'asservir la fréquence du laser avec une bande passante trés faible de facon 2
stabiliser sur le long terme la fréquence moyenne sans modifier la pureté spectrale (fluctuations
a court terme).

Ce laser libre correspond au cas d'un oscillateur en présence d'un bruit basse fréquence
important dont la forme de raie peut étre modélisée par une Gaussienne (cf 3.2.2.1). La Figure
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12 montre le profil de raie modélisé par une Gaussienne de largeur 450 kHz. Ceci correspond,
d'aprés Eq. (25), a une excursion moyenne de bruit de fréquence de +/ f%. ~190kHz.
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Figure 12 : Analyse spectrale du battement entre un laser a colorant commercial et un laser HeNe a 612
nm. Ce profil a ét€ modélisé par une Gaussienne de largeur & mi-hauteur de 450 kHz.

5.1.2 Le dispositif d'asservissement du laser & colorant

Le laser est un laser commercial Cohérent 699-21 qui peut étre stabilisé sur une cavité de
référence interne. Ceci a pour seul effet de supprimer les dérives du laser libre. Pour affiner la
largeur de raie laser, un systéme d'asservissement sur une cavité Fabry-Perot de haute finesse a
été développé ol les corrections rapides sont appliquées a des transducteurs situés hors de la
cavité Jaser. Il s'agit d'un modulateur acousto-optique et d'un modulateur électro-optique.

La cavité Fabry-Perot est une cavité de haute finesse dont la longueur est définie par du
zérodur, de tres faible coefficient de dilatation thermique. L'intervalle spectral libre est de 330
MHz et la largeur de raie de 250 kHz. Une modulation de phase a la fréquence de 12.5 MHz est
appliquée sur le faisceau a l'aide d'un modulateur électro-optique. Le schéma dit de Pound-
Drever-Hall est utilisé pour asservir la phase/fréquence du laser : on utilise comme
discriminateur de fréquence le signal en réflexion a une fréquence grande devant la largeur de la
cavité. La bande passante de 'asservissement (fréquence a gain unité) de 4 MHz est elle-méme,
grande devant la largeur de la cavité.

Le signal réfléchi est I'interférence entre le faisceau laser réfléchi sur le miroir d'entrée et le
faisceau issu de la lumiére stockée et filtrée par la cavité sur un temps de I'ordre de 7.1l existe

alors deux régimes d'asservissement : sur des temps plus longs que 7, le régime est quasi-
statique et le signal d'erreur est bien représenté par la Figure 14.a. On a affaire a un
asservissement en fréquence. Sur des temps courts devant le temps de stockage, 7., de la
lumiere dans la cavité, les fluctuations de phase du laser incident n'affectent nullement la
lumiére stockée dans la cavité : le signal d'erreur est sensible a la différence de phase entre les
deux faisceaux qui ne sont pas corrélés sur cette échelle de temps. On peut montrer qu'il s'opere
un asservissement en phase du laser incident sur le faisceau de référence qui caractérise la
cavité. Dans ce cas, on s'apercoit que le délai de transmission de l'information utile &
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l'asservissement n'est pas limité par le temps de stockage de la lumiére dans la cavité de
référence comme pour un asservissement sur le pic de transmission.
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Figure 13 : Block-Diagramme de I'asservissement en fréquence du laser a colorant sur une cavité de haute

finesse.
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Figure 14 : signal de réflexion détecté sur la photodiode PD 1 (Fig. 13) en quadrature (a) utilisé pour
I'asservissement et en phase (b).
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La correction de la fréquence laser est appliquée en plusieurs points. Le signal de
transmission (PD 1) est utilisé pour stabiliser sur le long terme la longueur de la cavité laser. Le
signal réfléchi (PD 2) aprés démodulation & 12.5 MHz est traité et filtré (servo électronics) puis
appliqué sur le modulateur acousto-optique & l'aide d'un oscillateur contrdlé en tension (VCO)
et sur le modulateur €lectro-optique (EOM). La bande passante de la correction sur le
modulateur acousto-optique est limitée a environ 100 kHz a cause du délai de propagation de
I'onde acoustique dans le cristal. La bande passante de I'ensemble de l'asservissement de 4
MHz est atteinte grice a l'ultime correction appliquée sur le cristal électro-optique.

Les performances de l'asservissement sont évaluées en observant le signal d'erreur 2
l'analyseur de spectre vers 12.5 MHz (Figure 15).

Pour 'interprétation des mesures, deux parametres sont importants : la puissance associée au
bruit de photons dans la bande passante de la mesure (soit 1 kHz), elle vaut -83 dBm au point
de fonctionnement de I'asservissement ; la dépendance de I'excursion en fréquence par rapport &
la densité spectrale de puissance mesurée également au point de fonctionnement de
I'asservissement. Cette calibration montre que le bruit de photons sera interprété par

2
I'asservissement comme un bruit blanc de fréquence de 1/f "'LA =0.395Hz/+Hz. Le signal

d'erreur atteint ce niveau dans le cas du gain maximum (courbe inférieure). Il descend méme en-
dessous dans la bande 0-100 kHz : dans ce cas, le bruit de photons est transformé en
fluctuations de fréquence par I'asse-vissement. Ceci donne la largeur ultime de la raie du laser
asservi, soit d'aprés Eq. (26), Av=0.49Hz.

-13.0

-53.0

Spectral Density (dBin)

-93.0
12,0 125 13.0
Frequency (MHz)

Figure 15 : Analyse spectrale du signal d'erreur. La courbe du haut représente le laser asservi seulement sur
sa propre cavité. Les courbes successives sont obtenues en augmentant le gain de 10 dB. La ligne en pointillé
représente le niveau du bruit de photons (-83 dBm) dans la bande vidéo de 1 kHz avec laquelle ces mesures sont

effectuées.

Rem #1 : Cette limite ultime n'est atteinte qu'avec un asservissement présentant une bande
passante grande devant la largeur de raie du laser libre (450 kHz).

Rem #2 : Si la finesse de la cavité est accrue d'un facteur 10, alors la largeur de raie laser
serait dans les mémes conditions divisée par 100 d'apres Eq. (50).

Rem #3 : L'asservissement assure en fait une recopie de la raie laser sur la fréquence de
résonance de la cavité de référence au bruit de photons pres. Les mesures ci-dessus ne montrent
que 1'écart entre les spectres. En particulier, tout bruit de la longueur de la cavité est transféré
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sous forme de bruit de fréquence qui ne pourra étre visualisé qu'en observant le battement entre
les fréquences de deux systémes indépendants.

5.2 Asservissement de deux lasers HeNe sur deux modes d'une méme cavité
Fabry-Perot (D'apres [7])

Deux lasers HeNe identiques sont asservis en fréquence sur deux fréquences de résonance
consécutives d'une cavité Fabry-Perot de haute finesse (F=3500) dont l'intervalle spectral libre
est environ 242.7 MHz. Fig. 16 représente le montage expérimental. Différents systémes
d'isolation optiques (modulateurs acousto-optiques, isolateurs de Faraday et lames quart
d'ondes) sont insérés pour réduire trés fortement les effets d'interférence parasite qui
introduisent des déplacements lents du point de fonctionnement des asservissements.

1 tuss) > ‘1
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I

Figure 16 : Dispositif expérimental : F.I : Isolateur de Faraday, W.P. : lame quart d'onde.

La fréquence de modulation de 25 kHz est appliquée 2 I'aide d'un modulateur électro-
optique. Les signaux d'erreur associés aux deux faisceaux lasers qui présentent des
polarisations croisées sont détectés sur deux détecteurs (det. 1 et 2) en transmission de la cavité
Fabry-Perot. La correction de fréquence est appliquée sur trois transducteurs : un cordon
chauffant appliqué sur le tube laser compense les dérives lentes de la longueur de la cavité
(constante de temps de quelques secondes) ; un élément piézo électrique, en créant des
contraintes sur le tube laser, assure les corrections entre dc et 500 Hz. Enfin, les corrections
rapides sont appliquées sur le courant de décharge du laser qui module l'indice du milieu, la
bande passante de cette correction peut s'étendre jusqu'a 25 kHz. La bande passante de
'asservissement est, quant a lui, de 5 kHz.

Le battement entre les deux lasers est détecté et analysé avant la cavité de référence. La
Figure 17 montre le spectre du batternent dont la largeur & mi-hauteur est de 50 mHz.
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Figure 17 : Spectre de battement entre les deux lasers asservis sur deux modes adjacents de la cavité Fabry-

Perot.
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Figure 18 : Fréquence de battement enregistré sur 21 minutes
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Figure 19 : Variance d'Allan du battement ci-dessus. Elle est rapportée a la fréquence optique, soit 474
THz.

La Figure 18 montre la fréquence de battement enregistrée 1000 fois sur une vingtaine de
minutes. La déviation standard de 0.29 Hz est & comparer avec la différence entre les extrema
qui vaut 1.7 Hz, traduisant une bonne stabilité & court terme mais la présence d'un bruit basse
fréquence. Ceci est confirmé par la variance d'Allan sur la Fig. 19 qui montre que cette variance
reste & niveau quasi-constant entre 1 et 300 s. Ce plateau est caractéristique d'un bruit en 1/f. Il

se situe 2 environ 1.5.10-16 de la fréquence optique (474 THz) soit 70 mHz pour chaque laser.
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Figure 20 : Analyse temporelle de la fréquence de battement des deux lasers ramené a basse fréquence par
mélange hétérodyne. Dans le cas du battement 4 fréquence nulle (d), il y a eu une période pendant laquelle la phase
est restée constante.
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Le battement entre les deux lasers est lui-méme mélangé & un signal radio-fréquence de
fréquence trés voisine pour générer un signal trés basse fréquence qui est visualisé sur la Figure
20. On notera sur le dernier spectre (d) qu'une phase stable du signal pendant 8 s ne peut étre
obtenue qu'avec des lasers de largeur ~50 mHz.

La fréquence de battement entre les deux lasers reproduit en fait la différence de fréquence

entre deux modes adjacents de la cavité, vq=qc/2L et vgq+1=(q+1)c/2L, ot L est la longueur
optique de la cavité. De ce fait, les effets sur le battement des fluctuations de la fréquence propre
de la cavité sont atténués par un facteur q~106 ordre du mode longitudinal utilisé€. Ils sont en
général tout a fait négligeables deés que la cavité est bien congue. Par exemple, une dérive de la
fréquence de résonance de la cavité de 1Hz/s se traduira par la méme dérive de la fréquence de
chaque laser asservi mais elle ne se traduira sur la fréquence de battement que par une dérive de
1nHz/s. C'est pourquoi cette expérience caractérise essenticllement les performances de
l'asservissement lui-méme et non la qualité des références de fréquence.

Annexe : Le théoréme de Cutler

11 établit le lien entre propriétés spectrales d'un oscillateur et variance d'Allan. On explicite la
définition de la variance d'Allan (36):

2
1 T ]H-Zr +7 (A])
Gf(r):ETllsz [ [(e)ar - _jy )d:

1+7

Utilisant 1a relation (33) entre y() et (z) et (), on obtient :

cf,(r)z—zl—z—zl }(go(t+2t)+(o(t)—2go(t+ 7))t (A2)
8n vyt T—>+°~= T
Ce qui s'exprime a l'aide de la fonction d'autocorrélation de ¢ :
AGR 5 (36,(0)+ G, (27) - 4C, (7)) (A-3)
On utilise le théoréme de Wlener-Khmtchine (4) et les relations (12) et (39) :
o ( )— T (3 +exp(2iQ7) — 4exp(iQ27))dQ (A4)

~(% )
Apres transformation de la partie réelle qui, seule, donne une contribution non nulle, on
obtient le théoréme de Cutler :

i sin Qr,
oA(1)== [ (@)~ 7

S

Note : 11 faut préciser que l'on rencontre ce théoréme sous une forme parfois différente a
cause de la définition retenue pour la densité spectrale de puissance : utilisation des seules
fréquences positives, facteur 2 7 dii a la définition de la transformée de Fourier. Il est donc
important de vérifier la cohérence des formules utilisées.

(A.5)
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