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L'objectif de ce cours est de montrer comment les concepts et methodes de la dynamique
nonlineaire peuvent apporter un e"clairage simple et performant en physique des lasers. La
consideration des ordres de grandeur, et notamment des echelles de temps et d'espace associees
aux differents ph6nomenes concernes permet de de"gager une hierarchic de modeles et de cerner
les conditions d'apparition des divers comportements dynamiques (relaxation amortie ou
entretenue, oscillations chaotiques...). Ce cours s'inscrit dans la continuite du cours precedent
dont la lecture prealable est recommandee. Celui-ci discute principalement le comportement
stationnaire du laser, on mettra par centre ici 1'accent sur ses proprietes temporelles et spatio-
temporelles.

1. LES LIMITES DE L'ETUDE ; GRANDEURS CARACTERISTIQUES DES
LASERS

Un des modeles les plus simples de laser, celui des equations du bilan sera d'abord discute et
permettra d'illustrer le point de vue adopte en dynamique des systemes. On montrera ensuite
comment les equations etablies dans le cours precedent peuvent etre generalisees de maniere a
prendre en compte la diffraction et les pertes. Le modele plus complet qui en resulte servira
alors de base a une discussion de la dynamique des differentes classes de lasers.

Comme cela a ete expose" par C. Fabre, le laser est un generateur de rayonnement coherent
par emission stimulee qui met essentiellement en jeu un milieu actif place dans une cavite
optique. Souvent et par suite de multiples raisons, cette emission n'est pas continue mais
presente un comportement periodique ou meme erratique : impulsions du laser a modes bloques
ou automodulation du laser a absorbant saturable par exemple. Pour expliquer de tels
comportements, il convient d'introduire un modele dynamique du laser, c'est a dire susceptible
de decrire son evolution temporelle. Une telle modelisation requiert bien sur un recensement
correct des differents phenomenes concernes et une discussion de 1'echelle de temps et
eventuellement d'espace associee a chacun d'eux. C'est 1'objet de la presente section. Le lecteur
moins interesse par les discussions des limites de ce chapitre pourra se reporter directement a
1'encadre de conclusion.

1.1 Echelles de temps (ou de frequence) de la cavite

En ce qui concerne la cavite, on distingue :
- 1'intervalle de frequence entre modes longitudinaux A\)L
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pour une cavite en anneau de longueur L remplie d'un milieu d'indice de refraction n, c est la
vitesse de la lumiere dans le vide. Pour une cavite Perot-Fabry de meme longueur

2nL
- I'intervalle entre modes transverses Avj dont la valeur a ete discutee au chapitre precedent

pour differents types de cavite, presente un rapport simple avec AVL

Avj = Avi Arccos —

ou ZR est longueur de Rayleigh definie au chapitre precedent.
- la largeur de resonance de la cavite Avc est egale a 1'inverse de la duree de vie Tc des

photons dans la cavite. Elle est liee de fa9on simple au taux de decroissance K du champ
electrique dans la cavite

2 nAvc = Aa>c = 7fr = 2K1 c
Dans les premieres sections de ce chapitre, on se place dans le cas ou Avc < Avj < Avj_.

Cette restriction sera levee dans la derniere partie du cours ou Ton discutera la dynamique
spatio-temporelle des lasers.

1.2 Echelles de temps du milieu actif

En ce qui concerne les echelles de temps relatives au milieu actif, on distingue essentiellement la
largeur homogene yab > inverse de la duree de vie du dipole microscopique et la largeur
inhomogene Ao)inh caracterisant la largeur de la distribution des frequences de resonance
atomique co0. Le comportement dynamique des lasers est aussi regi par 1'inverse de la duree de
vie des populations des niveaux atomiques que par souci de simplicite, Ton choisit tous egaux
ya = yb = y. Par suite de la nature des phenomenes de relaxation, on peut d'ailleurs demontrer

que 7 , > 7 Toujours dans le souci d'explorer le modele le plus simple possible, on se limite
aussi dans ce chapitre a la modelisation des lasers a elargissement homogene, c'est a dire pour
lesquels 1'elargissement inhomogene A(0inh est negligeable par rapport a ya\).

1.3 Hierarchic des echelles de temps

La situation la plus simple correspond a celle du laser monomode en anneau pour lequel la
cavite est plus selective que le milieu actif, c'est a dire Avj, AVL » K:. Si la transmission des
miroirs est suffisamment faible, la repartition du champ electromagnetique est alors uniforme
dans la cavite. L'amplitude du champ electromagnetique est quasiment constante le long de
1'axe de la cavite, c'est r'approximation du champ moyen". En pratique, la condition de laser
monomode requiert aussi que les disaccords 8a et 8C entre la pulsation co de ce champ et les
pulsations de resonance atomique CDO et de la cavite coc soient faibles devant les ecarts entre
modes de telle sorte qu'un seul mode soil excite a la fois. La hierarchic des temps et pulsations
est alors telle que

« 7a> K, yab, Sa, 8C« Avp, AVL (1)
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Pour de tels lasers monomodes, en anneau et a elargissement homogene, la dynamique est
done conditionnee par les valeurs relatives des trois parametres J, K et yab, donnees du
dispositif utilise, les disaccords 8a et 8C pouvant en general etre regies experimentalement.

On utilise ici le principe d'elimination adiabatique des variables rapides qui peut s'exprimer
de fagon lapidaire: "les variables lentes asservissent les variables rapides". Plus precisement on
considere que ces dernieres relaxent tres rapidement vers leur etat d'equilibre instantane et
disparaissent done de 1'evolution du systeme a long terme qui est dominee par les seules
variables lentes. La comparaison des ordres de grandeur relatifs des constantes de relaxation K
du champ, Yab de la polarisation et 7 des populations dans les lasers effectivement rencontres
conduit a distinguer trois classes de lasers :

- Lasers de classe A (K « j, Yab) • Les variables atomiquesrelaxent alors rapidement
vers leur valeur d'equilibre et la dynamique du laser est regie par la seule equation du champ.
C'est le cas des lasers He-Ne, Ar+, colorant....

- Lasers de classe B ( 7, K « Yab ) • La relaxation de la polarisation est tres rapide par
rapport a celle des autres variables dynamiques (champ, populations) qui regissent done seules
la dynamique du laser. C'est le cas des lasers les plus couramment utilises (diode, CO2, YAG).

- Lasers de classe C ( 7 ~ K ~ Yab) • Quand toutes les variables evoluent a la meme
echelle de temps, on ne peut eliminer aucune d'elles, le modele a la complexite maximale. C'est
le cas des lasers infrarouge lointain a ammoniac par exemple.___________________

En toute rigueur, les arguments developpes ci-dessus ne sont valables que pour les lasers
monomodes en anneau. Pour les autres situations (multimode, Perot-Fabry et/ou elargissement
inhomogene), il convient d'effectuer prudemment I'elimination adiabatique des variables
rapides1'2 . En depit de ces restrictions, la distinction des trois classes de lasers garde sa
pertinence dans les cas plus complexes.
Comme on vient de le voir, les lasers les plus repandus sont de classe B. Leur comportement en
regime monomode est done decrit par le systeme d'equations couplees reliant la difference de
population des deux niveaux et le champ ou la densite d'energie electromagnetique introduits
dans le cours de Claude Fabre (cours de C. Fabre precedent) et que nous analysons dans un
point de vue de dynamique au paragraphe suivant.

2. LE MODELE DES EQUATIONS DU BILAN

2.1 Rappel et passage en unites reduites

Les equations du bilan relient la difference de population Nba des niveaux a et b et la densite
d'energie electromagnetique u dans le milieu actif comme cela a ete demontre au chapitre
precedent

o
= - 2 BNbau - 7(Nba - N (2.a)

1II peut etre abusif d'eliminer adiabatiquement une variable sur la base des seuls ordres de grandeurs pr&sentes ici.
II convient en fait de d6terminer les modes propres dynamiques du systeme. II se peut en effet que comme dans
des pendules couples, une combinaison de variables rapides donne naissance & une variable lente. La
determination des "modes propres" du systeme dynamique permet d'identifier varie't6s lentes et rapides et de
proc6der, en toute se"curite, a I'elimination adiabatique des varies rapides.
2 La prise en compte des ondes stationnaires dans un laser & cavit6 Perot-Fabry, de l'61argissement inhomogene
ou du caractere multimode de I'dmission introduit de nouvelles echelles (spatio)-temporelles dans le modele et
necessite done elle aussi une approche specifique de I'elimination adiabatique.
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du u B ,„ _
(2-b)C too

o
ou N, est 1'inversion de population en champ nul, c'est a dire, en adoptant les notations du

chapitre precedent,

N°-N°N
0 = „{(*>).(**)}

ba b a %' < %

(cf. eqs. 15 - 17 cours de C. Fabre precedent) et B = 821 = Bj2 est le coefficient d'Einstein.
Dans 1'equation de population (2.a), le premier terme decrit 1'emission stimulee et le second les
processus de pompage et de relaxation. Dans 1'equation de la lumiere (2.b), le premier terme
traduit les pertes du laser (eq. 43 cours de C. Fabre precedent), transposees dans une echelle
d'energie et le second decrit la production de photons par emission stimulee, la production d'un
photon s'accompagnant d'une reduction de deux unitex de la difference de population.

Un changement de variables evident permet de passer aux variables adimensionnelles m et N
decrivant respectivement 1'intensite lumineuse et la difference de population

— = A-N(m+l) (3.a)
di

— =Gm(N-l) (3.b)
di

ou T est le temps en unites de y1. G = 2Kl y =Ti/Tc fixe le rapport des echelles de
relaxation des deux variables dynamiques m et N.

En depit de sa simplicite, le systeme (3) n'admet pas de solution analytique. II permet
cependant d'acceder a certaines proprietes physiques du laser. Ainsi on le resout facilement en
regime stationnaire et on etablit done les solutions d'equilibre. On effectue ensuite une analyse
de stability lineaire de ces solutions pour delimiter leur(s) domaine(s) d'(in)stabilite et
determiner le comportement dynamique du laser pour de petites variations autour de 1'equilibre.

2.2 Solutions stationnaires

Les situations d'equilibre du laser correspondent aux solutions stationnaires des equations du
laser, c'est a dire telles que les derivees des variables soient nulles.
Le systeme (3) admet deux solutions stationnaires

- la solution triviale (ou OFF) m = 0 N-A (4)
- une solution non triviale (ou ON) m = A -1 N = 1

La premiere correspond a 1'absence d'emission (m = 0). L'inversion de population est alors
evidemment egale a sa valeur en champ nul A..

La solution non triviale (Laser ON) n'a de sens physique que pour A sup6rieur £ 1.
L'emission laser n'existe que si le pompage depasse un certain seuil pris comme reference.
L'inversion de population sature alors a sa valeur au seuil (N = I , dans le systeme d'unites
reduites choisi ici).

En resume, sous le seuil (A < 1), seule la solution OFF existe, tandis qu'au
dela de celui-ci (A > 1), deux solutions d'equilibre coexistent. Pour
determiner celle qui sera effectivement observee, on effectue une analyse de
stabilite lineaire, ce qui est I'objet de la section suivante._____________



Dynamique des lasers 45

2.3 Analyse de stabilite lineaire

L'analyse de stabilite lineaire consiste a determiner 1'evolution de petites variations autour des
equilibres. Si 1'equilibre est stable, ces variations s'amortissent avec le temps, elles divergent
dans le cas d'un equilibre instable.

En pratique, on linearise le systeme differentiel concerne au voisinage des solutions
stationnaires (), c'est a dire que Ton pose

m = m+ Em

ou m et N sont les solutions stationnaires donnees en 2.2 et Ton ne garde dans les
equations devolution que les termes du premier ordre en e. Le systeme (3) prend alors la forme

= Gem(N-l)

= -Nem -(m+l)eN

Ce systeme differentiel lineaire du premier ordre a coefficients constants se resout
simplement. Remarquons toutefois qu'il n'est pas necessaire de le resoudre explicitement car il
suffit de connaitre le signe des racines de son equation caracteristique pour etablir la stabilite des
solutions stationnaires. A titre d'exemple pour illustrer la methode, on traite ici 1'analyse de
stabilite lineaire de la maniere la plus generale. Pour cela, on pose

d_
dt ,_£7V }=<L>\em]J L fN J

£m et £/y evoluent au voisinage de leurs valeurs d'equilibre sous forme d'une combinaison
d'exponentielles dont les taux sont les racines A de 1'equation caracteristique de la matrice L

detlL-Ml = 0

Pour la solution triviale (m = 0, N = A ), les valeurs propres sont respectivement - 1 et G(A-
1). La seconde n'est negative que sous le seuil (A < 1} tandis que la premiere Test toujours. La
solution triviale n'est done stable que sous le seuil et instable au dela.

L'equation caracteristique associee aux valeurs stationnaires de la solution non nulle
) = 0 (5)

se resout facilement. En fait on peut 6tablir directement le signe des deux racines: celles-ci
sont negatives si leur somme S = - A est negative et leur produit P = G(A-l) positif, ce qui est
le cas au dela du seuil (A > 1).

En resume, la solution triviale (OFF) est stable au dessous du seuil, instable
au dela et la solution non nulle (ON) est stable dans tout son domaine
d'existence, c'est a dire pour A > 1._____________________________

L'ensemble des resultats de 1'analyse de stabilite lineaire est schematise a la Figure 1.
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Figure 1 : Evolution de 1'intensite m et de 1'inversion de population reduites pour les deux solutions des
equations du bilan. Traits pleins : solutions stables, pointilles : solutions instables.

L'ecriture explicite des solutions de I'equation de stabilite du laser ON sous la forme

, - A + [A2 - 4G(A - I)]1/2

(6)

montre que comme dans la plupart des lasers G est tres superieur a 1'unite, la quantite sous le
radical est negative et le retour a 1'equilibre se fait de maniere oscillatoire amortie avec une
pulsation Qr = [G(A -1)]112 .

Remarque: L'existence d'oscillations de relaxation amorties dans ces lasers laisse presager
d'effets de resonance quand on modulera 1'un des parametres du laser. II faut noter que cette
resonance est d'origine purement dynamique, c'est ^ dire que la valeur de Q.r n'est pas liee a
une seule des variables mais qu'elle depend a la fois des constantes de relaxation du champ Tc

et des populations 7. En unites physiques, Qr vaut en effet [^TC(A-1)]I/2 . Ceci correspond a
des oscillations dans le domaine 104 - 105 Hz pour la plupart des lasers CO2 et YAG et 109 Hz
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pour les diodes laser. Ces aspects de resonance apparaissent aussi dans 1'analogie mecanique
presentee en Annexe 4.

2.4 Le seuil du laser considere comme une bifurcation

II est interessant de relever ici quelques proprietes du laser au voisinage du seuil. Celui-ci est
marque par 1'e'change de stabilite entre les deux solutions des equations du laser. C'est un
exemple simple de bifurcation, c'est a dire d'une zone de parametres associee a un changement
qualitatif du comportement des solutions du probleme considere. Celui-ci est directement lie au
changement de signe des coefficients de 1'analyse de stabilite lineaire. Remarquons d'abord que
ceux-ci etant continus, ils sont done nuls au seuil. Or ces coefficients renseignent sur la rapidite
de retour a 1'equilibre du systeme. Les temps associes sont inversement proportionnels aux A, et
la dynamique du laser se ralentit dramatiquement au voisinage du seuil. Le laser au seuil
presente en fait une "bifurcation transcritique" et comme tout systeme au voisinage d'une
bifurcation presente 1'effet de "ralentissement critique". On peut aussi montrer que la criticalite
s'accompagne d'une augmentation dramatique des fluctuations.

Dans le modele discute ici, 1'emission spontanee est negligee. Si celle-ci est incluse dans les
equations, la bifurcation devient imparfaite et perd son caractere critique. Ce phenomene tout a
fait negligeable dans les lasers CO2 peut devenir important dans des lasers comme les lasers a
diode ou les lasers a fibre dopee en raison d'une collecte efficace de 1'emission spontanee dans
les structures guidantes. L'emission spontanee peut alors reduire de fagon consequente le
ralentissement critique.

Nous verrons a la section 3.5 un autre type de bifurcation, la "bifurcation de Hopf'. C'est
1'objet de la theorie des bifurcations de recenser les differents types de bifurcation et d'en
etudier les proprietes. Grace aux apports de cette theorie, il est possible d'etudier
analytiquement le comportement dynamique du laser au voisinage et meme parfois loin des
situations d'equilibre.

2.5 Espace des phases

Le comportement dynamique d'un systeme peut etre represente geometriquement dans un
espace rapporte aux differentes variables, par exemple E, P et N et que 1'on nomme "espace des
phases". L'etat instantane du systeme y est represente par un point dont les coordonnees sont
les differentes valeurs prises a un instant donne par les variables relevantes. L'evolution du
systeme considere y est representee par la succession de ces points qui forment la "trajectoire"
dans 1'espace des phases. Les etats d'equilibre sont les points fixes de ces trajectoires.

Dans le cas des lasers de classe B modelises par les equations du bilan, le systeme admet
deux variables dynamiques m etN et 1'espace des phases a deux dimensions. On peut alors
representer 1'evolution du laser par une courbe dans le plan (m ,N ). La figure 2 donne
1'exemple d'une trajectoire associee a la mise en route du laser. L'etat initial correspond a une
inversion de population N0 et une intensite quasi nulle (N = 0) et le laser evolue de fagon
oscillatoire amortie vers 1'etat stationnairefinal (m = A -1 ;N =1).

La dynamique des systemes apporte un certain nombre de resultats qui limitent le type de
comportement que Ton peut observer dans un laser suivant sa classe (voir annexe 1). En
particulier pour les systemes a une variable comme les lasers de classe A, on ne peut obtenir
que des points fixes, c'est a dire des intensites constantes. Pour les systemes a deux variables,
ici les lasers de classe B, les comportements asymptotiques, c'est a dire en temps infini sont, en
sus des points fixes, des Evolutions periodiques associes a des cycles dans 1'espace des
phases3 . Enfin pour les lasers de classe C, la trajectoire se deploie dans un espace a trois

3 Ceci rdsulte du thdorfcme de Poincar6-Bendixon qui 6tablit que les seuls comportements asymptotiques des
systemes & deux dimensions sont les points fixes et les cycles limites, c'est a dire des comportements purement
periodiques.
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dimensions et Ton peut observer des comportements quasi periodiques, c'est a dire faisant
intervenir deux frequences incommensurables ou meme au chaos deterministe.

m

A - l •-

N

Figure 2 : Trajectoire dans 1'espace des phases (N,m) d'un laser de classe B.
Le laser evolue de maniere oscillatoire amortie vers son equilibre

2.6 Elimination adiabatique des populations. Demarrage de 1'oscillation laser

Dans les lasers pour lesquels la relaxation de la population est tres rapide par rapport a
ramortissement du champ (G « 1 ), les populations atteignent leur valeur d'equilibre
instantane en un temps negligeable par rapport au champ. On peut alors remplacer la variable
dynamique correspondante N par sa valeur d'equilibre. C'est 1'application aux lasers du
"slaving principle" qui peut s'enoncer de fagon lapidaire : "les variables lentes asservissent les
variables rapides" ou de fagon plus physique, les variables rapides atteignent en un temps tres
court leur position d'equilibre instantanee qui est regie par les variables lentes. Pratiquement
dans un systeme comportant des variables evoluant a des echelles de temps differentes, on
remplace dans les equations les variables rapides XR par leurs valeurs d'equilibre instantane,
c'est a dire les solutions de

dXR
dt = 0

Dans le cas du laser dit de classe A, K « y et on peut done remplacer la variable rapide N
par sa valeur d'equilibre et ne retenir que 1'equation qui en resulte pour la variable lente m . On
pose done

—r- ~ 0 soil N ~dt m+1
II faut bien noter qu'il s'agit la d'une valeur instantanee, m restant une fonction lentement

variable du temps. En reinjectant cette valeur de N dans 1'equation devolution de m, on en
deduit 1'equation dynamique de 1'intensite

dm „ r A— =Gm[- , 7-1]
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Si 1'intensite est suffisamment faible on peut developper le denominateur en puissances de m

— - Gm [A -1 - Am]
dx

equation differentielle que Ton peut re"ecrire, compte tenu de la proportionnalite de m et de
1'intensite /, sous la forme

ou a est le gain net par unit£ de temps et P un coefficient qui traduit la saturation, c'est a
dire la reduction du gain liee au champ laser.

L'integration de (7) donne
aI0 exp at a/ft

a- pI0+pI0 exp at al+<——-l)e*P-a,
(8)

Cette loi decrit la croissance de 1'oscillation laser a partir d'une valeur initiale I0. Aux temps
courts, la croissance est exponentielle (en a ~l) et elle sature aux temps longs comme le montre
la Figure 3.

oc /p -
Intensite

O
Temps

Figure 3 : Montee en oscillation d'un laser de classe A dans le cas ou 1'intensite initiale est tres faible.

On calcule facilement le temps de delai fa temps necessaire au laser pour atteindre la moitie
de 1'intensite stationnaire:

a
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dans le cas du demarrage du laser sur son emission spontanee (I0 « — ) et le temps de

montee (10 % - 90 %), tm prend une forme simple

tm = -Log 9
a

De la mesure de ces deux quantites (td et tm), on deduit immediatement le gain a du laser et
1'intensite initiale I0. Dans la plupart des lasers emettant dans le visible, celle-ci est due aux
fluctuations du vide, le laser declenche alors sur un bruit dont on peut retrouver la statistique en
inversant les donnees issues des mesures sur les delais. On suppose alors que 1'equation
d'evolution est purement deterministe, ce qui est contradictoire. Pour etre coherent, il convient
d'etablir 1'equation de Fokker-Planck du laser. En fait le caractere aleatoire du champ n'apparait
que dans les tout premiers instants suivant le demarrage, la croissance en exp (a t) assurant tres
vite une densite de photons pour laquelle un modele deterministe est valable.

L'equation d'evolution de / possede une generalite depassant largement le cadre de
1'optique. L'ecriture de 1'equation (7) sous la forme w 7 = a ^ - /? / 2 montre qu'on peut la
considerer comme le debut du developpement en serie d'une fonction s'annulant en zero,
decrivant done un equilibre (1=0) choisi comme origine. II s'agit en fait du modele le plus
simple decrivant les phenomenes de croissance-saturation. La solution (8) decrit ici le passage
d'un etat d'equilibre instable (/ = 0 ) a 1'etat d'equilibre stable (/ = a/fi ) pour un systeme
dynamique a une seule variable.

3. EQUATIONS DE BLOCH-MAXWELL DU LASER

L'objectif de cette section est d'etablir un systeme d'equations differentielles exempt de
certaines approximations utilisees dans la section precedente et touchant aux caracteristiques
temporelles (par exemple yab » Ya^ Tb) ou spatiales (diffraction negligeable) du laser. On est
done amene a reconsiderer 1'ecriture des equations du laser sur des bases plus larges que
precedemment, en y incluant en particuh'er la dynamique de la polarisation dielectrique dans les
equations du milieu (equations de Bloch) et 1'influence des effets transverses dans les equations
du champ (equations de Maxwell).

3.1 Equations du champ

Les equations de Maxwell a ppliquees a un milieu non magnetique obeissant a la loi d'Ohm
—> —>
j = a E permettent d'ecrire

—> -*—> —> SB d "*"? 3D
rot (rot E) = rot (- -^) = - ̂  ̂  rot (j + -^-)

En developpant a 1'aide des formules classiques
-> —>^> -> -> ->->

rot (rot E) = grad (div E) - AE
pour un champ polarise lineairement, et un milieu isotrope on aboutit done a

_L &E .„ dE 1 $P
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On projette les champ et polarisation sur un mode propre de la cavite vide (cf. Ch. 1), c'est a
dire que Ton separe dans leur evolution les parties lentement variables de 1'oscillation rapide a la
frequence G)c de la cavite. Soil

E = 2^(r> z> f) exP * (Me* - kz) +c-c- (9)

P - 2^(^,2, t) exp i (coct - kz) + c.c.
Les effets de tirage de frequence (frequency pulling) apparaissent alors dans la dependance

temporelle de *E(r, z, t) . On developpe ensuite les derivees par rapport a 1'espace et au temps.
A 1'aide de 1'approximation de 1'amplitude et de la phase lentement variables4 ,

et pour un milieu dilue (P « eo E ), il vient

(ID
A 1'evolution du champ liee a la propagation et au couplage avec le milieu actif, il convient

d'ajouter des termes refletant 1'interaction du champ avec la cavite. Dans un premier temps, on
considere que celle-ci agit a la fois sur les pertes et en privilegiant certaines frequences
d'oscillation, en d'autres termes qu'elle se comporte comme un resonateur avec pertes.
L'equation complete d'evolution du champ devient

1
c

dE
dt +

dE
dz 4

K /
C

v, ic
2coc

A A io>cA±E — P (12)

ou le coefficient de pertes peut prendre en compte celles liees au couplage soit

c
et RI et /?2 sont les coefficients de reflexion des miroirs formant la cavite laser.

3.2 Equations de Bloch

Partant des equations de Bloch du systeme etablies au chapitre precedent (Eq.7 du Cours de
C. Fabre prececlent)

iEd ;,.. „_ _ ,
-Yab

on exprime les coherences dans le referentiel tournant a la frequence coc du developpement
du champ (9)

05* = ;^^ done

et en ne retenant que les termes seculaires dans 1'equation d'evolution de q

Dans cette approximation, on suppose que 1'amplitude et la phase de 1'onde varient peu a 1'echelle de la
longueur d'onde et pendant une periode optique.
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.,
= l(Q)0 -

2n

Pour la grandeur macroscopique 7*, on aboutit done a

^-= i(0)0-0)c)P-
2h

De meme pour 1'equation de population

- Obb) _ iEo
hdt

- Jab ^ab

(13)

ou le premier terme decrit 1'interaction lumiere-matiere et les termes suivants les effets du
pompage et de la relaxation. Dans un modele ou ya = % - j, on obtient pour la densite de
difference de population ̂ V^ = N (Gaa - Ofo)

(14)

3.3 Equations de Bloch-Maxwell du laser. Modele de Haken-Lorenz

Plusieurs changements de variables ont etc proposes pour mettre ce systeme sous une forme
adimensionnee. On adopte ici les notations de A. C. Newell et J. V. Moloney5 . II existe
d'autres changements de variables menant a des equations parfois mieux adaptees a la
resolution de certains problemes (voir Annexe 2).

de 2-̂ - - iaV .e= -
dt _L

ap

-5- + bn = 2 (eP* + Pe*)

(15)

ou le temps est un temps reduit en unites de yab et

or=
- CO r = coc

Jab Jab Jab 2£0i KJab
Si on neglige la dependance transverse (a = 0), le systeme se reduit a un ensemble

d'equations differentielles ordinaires pour lequel on peut appliquer la meme demarche que celle
developpee pour le modele des equations du bilan. n prend la forme6

dte = - ae + op

5 A. C. Newell et J. V. Moloney, Nonlinear Optics, Addison-Wesley (Redwood City), 1992. Attention a par
exemple, est maintenant le taux de decroissance du champ dans la cavit6 en unites de yab et non ^a conductivite
comme dans la premiere partie du texte.
6 dans la suite on utilisera la notation al!6g6e dt = dldt
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= (r-n)e-(l + i

dtn = -bn + (e*p + p* e)

(16)

Dans le cas de la cavite accordee (Q = 0), ce systeme est equivalent au systeme introduit par
Lorenz en Physique Atmospherique. Ce modele a servi de paradigme pour 1'etude du chaos et a
fait 1'objet de travaux extensifs7. La formulation ci-dessus a etc introduite par Haken qui a
justement note que, de maniere surprenante, ce modele est manifestement inadequat pour
modeliser la circulation atmospherique mais qu'il s'avere remarquablement efficace pour decrire
certains lasers a deux niveaux.

3.4 Solutions stationnaires et connexion aux equations du bilan

Le systeme (16) admet deux solutions stationnaires
- la solution triviale e - p = n = 0 qui devient instable a r = rc = 1 + H2/(a+l)2 ou ce qui est

equivalent

_ ; + f (MO ' ̂ l2<
(

(17)

et Ton retrouve 1'inversion de population au seuil Nc du chapitre 1.
- la solution lasante

(1 - i
<T+7

(18)

r - rc

Avant de discuter la stabilite de cette solution, il est utile de comparer le resultat obtenu a
celui du "bilan":

- Le modele de Bloch-Maxwell incluant une description plus complete de 1'interaction
lumiere-matiere, fournit la dependance du champ emis avec les disaccords entre les frequences
de cavite et atomique. II donne de plus des informations sur la phase (frequence) du champ
emis.

- Le modele des equations du bilan se deduit simplement de ce modele en eliminant
adiabatiquement^, c'est a dire en le rempla?ant par sa valeur d'equilibre

= i + i
dans les equations dee et n , soit

1 + i

1 +
La densite d'energie electromagnetique est proportionnelle a lei2

i l l ? 3 * * 3 t i l ? (r'n) <&2
fit \ P \ ** — p fitP^* -4- f*^1 frt&— — / fT IP I" -4-LfT I C- / — C- \st\t \ O t//O — 4* \J I C / T^ (20)

7 voir par exemple le livre de C. Sparrow, The Lorenz equations: Bifurcations, Chaos and Strange Attractors
(Springer- Verlag, New-York)(1982).
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Ce systeme differentiel est done equivalent au systeme (2) moyennant un changement de
variables simple.

3.5 Analyse de stabilite lineaire et Instabilite de Haken-Lorenz

La stabilite des solutions stationnaires du systeme complet peut etre differente de celle du
systeme d'equations du bilan. Dans le cas de la resonance exacte (Q = 0), e et p peuvent etre
choisis reels et 1'analyse de stabilite lineaire de la solution non nulle ramenee comme pour le
systeme des equations du bilan, a un systeme differentiel lineaire. En ne gardant que les termes
d'ordre e,

( r - n ) £ e - £p-e £n

dt£n = -b£n+'e £p+p £e

ou ee, £PI £n, sont les ecarts par rapport aux solutions stationnaires e, p, n . Soil sous forme
matricielle

r -
+ a
- 1

0

- e
\- p e - b

La resolution de ce systeme necessite celle de son equation caracteristique
A^ + A2(& + <T+ 1) + A,b(r+<j) + 2 ob(r-l) = 0 (21)

Comme on 1'a deja vu, 1'analyse de stabilite lineaire ne requiert pas la solution explicite du
systeme car il suffit de connaitre le signe des parties reelles des racines Aj de cette equation pour
etablir la stabilite des solutions stationnaires. Ces solutions ne sont stables que si les parties
reelles Re (A/) sont toutes negatives. Le critere de Routh-Hurwitz (voir Annexe 3) applique a
une equation du type

etablit que les racines de cette equation ont des parties reelles toutes negatives si et seulement
s

>0

as>0 .
Ces conditions appliquees au polynome (21) prennent la forme

(b + G+1) b(r+o) - 2 ob(r-l) > 0

2 ob(r-l) > 0
La premiere condition est toujours verifiee, la troisieme indique que le laser doit etre au

dessus du seuil d'oscillation et seule la seconde condition apporte un element nouveau. Remise
en forme, elle indique que le laser devient instable si
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,„r > ————— (23)
<T- (6+7J

or la condition de seuil impose r > 1, ce qui implique que 1'inegalite

soit verifiee pour que le laser puisse devenir instable au dela du seuil. Compte tenu de la
definition de a et de b, ceci peut s'ecrire encore

?c> 7
L'instabilite de Haken-Lorenz ne peut done se developper que dans un laser ou le taux de

pertes de la cavite est superieur a la constante de relaxation des populations. C'est le concept de
"mauvaise cavite", une "bonne cavite" etant par convention celle ou le champ relaxe moins vite
que les variables atomiques.

On peut aussi discuter analytiquement la nature de cette instabilite. Ainsi la destabilisation
des oscillations amorties du laser vers son etat d'equilibre non nul se traduit mathematiquement
par le fait que la partie reelle des deux racines complexes conjuguees change de signe et done
s'annule a la bifurcation. Pour etablir la frequence correspondante, il suffit d'ecrire le polynome
caracteristique sous la forme imposant deux racines imaginaires pures

(24)
et d'identifier a la forme(22). L'identite de cette equation avec 1'equation caracteristique

permet de retrouver la position de bifurcation(23). On etablit aussi que les oscillations se
produisent a la pulsation COH = [b(r+o~)] !/2. Une telle bifurcation ou le point attracteur se
transforme d'une situation de foyer stable en foyer instable est appelee "bifurcation de Hopf ' et
constitue un autre cas generique de bifurcation.

L'instabilite de Lorenz-Haken est susceptible de se manifester dans un laser dont la
dynamique est r£gie par le systeme de Lorenz (16) mais n'apparait pas dans le systeme des
equations du bilan (3), ce qui exclut de fait tous les lasers qui comme les lasers monomodes
CO2 et YAG sont correctement decrits par ces equations du bilan. A 1'heure actuelle, seuls les
lasers moleculaires infrarouge lointain comme le laser a ammoniac presentent 1'instabilite de
Haken-Lorenz.

On a vu a plusieurs reprises que 1'elimination adiabatique de variables dynamiques comme la
polarisation P ou 1'inversion de population N permettait, dans le cas ou les echelles de temps
concernees s'y pretaient, de simplifier les modeles requis. Au contraire la possibility pour le
laser d'osciller simultanement sur plusieurs modes transverses augmente singulierement la
complexite des modeles et engendre d'eventuelles instabilites supplementaires. Alors que dans
le cas monomode, des modeles ordinaires comme ceux donnes par les systemes d'equations
differentielles ordinaires (3) ou (16) s'averent souvent suffisants, la prise en compte des effets
transverses conduit a des systemes d'equations aux derivees partielles du type (15).

4 . MODELISATION DES LASERS MULTIMODES

Avant de modeliser de tels lasers, il convient de specifier le nombre de modes intervenant dans
la dynamique ou pour le moins d'en connaitre un ordre de grandeur. Si seul un petit nombre de
modes est concerne, on peut developper les variables intervenant dans les equations de Bloch-
Maxwell sur la base fournie par les modes de la cavite vide et Ton aboutit a un ensemble
d'equations differentielles ordinaires couplees dont le nombre augmente avec celui des modes
mis en jeu. Cette approche devient rapidement impraticable meme numeriquement des que plus
de 100 modes entrent en competition. La decomposition modale n'est alors plus pertinente et il
convient de considerer dans ce cas les grandeurs physiques comme des variables continues de
1'espace et du temps . Ces deux approches sont presentees succinctement dans cette section. On
discute d'abord de la dynamique d'un laser de classe A bimode puis on etablit les bases de la
methode des equations d'amplitude pour les lasers fortement multimodes au voisinage du seuil.



56 P. Glorieux

4. 1 Un exemple de dynamique d'un laser faiblement multimode : le laser de
classe A bimode

Dans les lasers de classe A, populations et polarisation ont ete eliminees adiabatiquement et la
dynamique est regie par la seule equation devolution de 1'intensite (cf.2.6), soil pour un laser
monomode:

(7)

Pour un laser bimode, on peut generaliser cette equation en tenant compte de la saturation
croisee, c'est a dire de la reduction de gain sur un mode liee a la presence du champ dans 1'autre
mode. Le modele le plus simple decrivant le laser bimode est alors de la forme

= «*2-p2l2-02lIl)l2 (25)

ou les termes Onh et 621 Ii representent la saturation du gain pour un mode liee a 1'intensite
existant dans 1'autre (saturation croisee). Ces equations admettent trois types de solutions :
- la solution triviale Ij =I2 = 0
- les deux solutions monomodes // = 0 ; /2 = a 2 1 &2

et Ii =ai/pi ; 12 = 0
, . . . , r- une solution bimode / 7 = e2ie12-p1p2 ~

21 12avec a' i = a\ - 621 "2/02 et C =

et pour /2 1'expression correspondante par permutation des indices 1 et 2.
L'analyse de stabilite lineaire menee de maniere classique permet de determiner la stabilite de

ces solutions. Pour chaque couple de solutions, on pose
/,• = If + ei i= 1 ou2

ou les If sont les solutions stationnaires defmies ci-dessus. On reporte dans les equations et
on precede comme en 2.3 en se limitant aux termes du premier ordre en e.

En ce qui concerne la solution triviale, 1'analyse est directe; elle montre que comme pour le
laser monomode, la solution OFF est stable sous le seuil de chaque mode, c'est a dire pour aj ,
0,2 < 0 et instable dans le cas ou 1'une de ces conditions n'est pas remplie.

La solution bimode est stable au dela du seuil de chaque laser a la condition que C soil
superieur a I'mute" et instable dans le cas contraire.

Suivant la valeur des parametres, le systeme au dela du seuil evolue vers la solution bimode
ou vers 1'une des solutions monomodes.

4.2 Equation d'amplitude pour les lasers

Pour des lasers fortement multimodes au voisinage du seuil du laser, il est possible de suivre la
methode des equations d'amplitude inspiree de I'hydrodynamique. Pour cela on procede en
trois etapes:

- Etape 1: on examine d'abord la stabilite de la solution non lasante et on determine le seuil
rc du parametre de pompage a partir duquel d'autres solutions vont croitre exponentiellement.



Dynamique des lasers 57

On s'interesse a la forme et a la structure des modes8 qui sont neutres ou faiblement instables
ou stables au voisinage de r = rc. Get ensemble de modes est appele l!"ensemble actif' et tous
les autres modes sont appeles "passifs" en ce sens que leurs amplitudes dependront de
1'amplitude A des modes actifs.

2

\v

h
a/p

#
A
— JU

"A
î

Figure 4 : Illustration des deux types de comportement du laser a deux modes (a)C> 1, bistabilite entre
deux solutions monomodes 1 et 2 (b) C< 1, seule la solution bimode est stable.

- Etope 2 : pour obtenir cette amplitude A, on developpe le vecteur v = (A, P, n) en serie par
rapport au petit parametre e = r - rc

-* -* <>—> ?—>
V = eVQ + & V] + & V2 + ...

ou v est une combinaison lineaire de tous les modes actifs. Les corrections v i, v 2 ,•••
satisfont a des equations inhomogenes et la condition de solvabilite de ces equations conduit a
des equations pour les amplitudes des modes actifs.

- Etope 3 : 1'analyse des equations pour ces modes actifs et leur impact sur les modes passifs
menent a la determination de 1'etat du systeme.

Nous ne presentons ci-apres que les deux premieres etapes. L'analyse complete est
disponible dans la litterature par exemple le livre de Moloney et Newell cite en 5. En fait seule la
premiere 6tape fournit deja un certain nombre de proprietes des lasers et sera seule detaillee ici.

Etope 1 : Analyse de stabilite lineaire de la solution non lasante.

On linearise les equations (15) autour de la solution A = P = n = 0 en posant A = 0 + A',
P = 0 + P1, n = 0 + n' et on neglige les termes quadratiques dans les produits de A\ P', n1. On
ecrit

II s'agit ici des modes de type hydrodynamique (rouleaux,...) du champ laser dont 1'expression est donn6e plus
loin et qui sont bien distincts des modes optiques de la cavit6 laser (modes d'Hermite-Gauss par exemple).
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-A'
p' | =vo^t+i'

.n'
et on montre que VQ satisfait

AV0 = - r
iak2 - a

* = (kx, ky)

Le taux complexe de croissance des solutions est determine par det A = 0 et Ton trouve

En posant A, = ji - iv on peut exprimer le taux de croissance ji et la frequence v en fonction
de k2 = kx

2 + ky
2 et du parametre r. Nous sommes surtout interesses aux valeurs de r et k2

pour lesquelles le systeme se destabilise, c'est a dire pour lesquelles |i s'annule en passant de
valeurs negatives (stables) a positives (instables). Pour ces valeurs, |J, = 0 et on obtient
facilement

a&+ ak2
n = —————

r=l •(Q-ak2)2

(1 + o)2

Le graphe de r en fonction de k (Figure 5) est appele "courbe de stabilite neutre". Pour les
couples (r, k) situes au dessus de la courbe, la solution non lasante est instable. On voit que
pour Q. < 0, le mode k = 0 est le plus instable tandis que quand Q. > 0, les modes les plus

instables sont tels que k = ± "\ Q/a •
II est maintenant possible d'identifier les modes actifs au voisinage de r = rc. Par suite de la

dependance transverse (x,y), il y a une infinite de tels modes. Pour r > rc> tous les modes k
inscrits dans un cercle ou un anneau engendre en tournant les figures autour de 1'axe r sont
"actifs". Pour determiner comment ces modes interagissent, on procede comme a une analyse
nonlineaire au voisinage de r = rc.

(a)

k = -

Figure 5 : Courbes de stabilit6 neutre. (a) ft < 0. (b) Q. > 0.
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Etope 2 : Etablissement de I'equation d'amplitude
Theoriquement toutes les fonctions de x, y et t bornees quand x2 + y2 tend vers 1'infini

peuvent etre representees par des combinaisons lineaires des modes de Fourier eikx, k = (kx,
ky). Cependant, quand

r = rc + R, 0<R«1
on voit sur la figure que seuls les modes eikx dont le nombre d'onde k tombe dans la bande

CD se developpent, et la bande a une largeur d'ordre JR . Le vecteur d'onde k s'inscrit dans
un cercle centre sur 1'origine. Alors on utilise le concept de paquet d'ondes et on ecrit

v o = -JR BI(X, y, t) e~i V Vo(1)

En etablissant la condition de solvabilite a 1'ordre 2, c'est a dire pour v 2 , on aboutit a une
equation standard de la dynamique nonlineaire, I'equation de Ginzburg-Landau complexe

Bt + c Bz - 7 V]2 B = aB - ftB2B* a, ft, y complexes, c reel
ou les indices t et z sont relatifs aux variables de derivation et le terme Vj2 est le Laplacien

transverse, c'est a dire par rapport aux coordonnees x et y.
La resolution numerique de cette Equation avec des coefficients adaptes au laser predit
1'existence de defauts comme les structures spirales. Les structures effectivement observees
dans les lasers en etant exemptes, il est appara primordial de raffiner le modele. L'element-cle
manquant dans celui-ci apparait etre la courbure des miroirs9. Celle-ci joue en effet un role
essentiel dans la constitution du faisceau dans le laser. Des parametres comme la taille du
faisceau gaussien, 1'espacement entre les modes transverses et leur geometric en dependent de
fa?on cruciale. Les modeles correspondants sont actuellement etudies analytiquement et
numeriquement et Ton devrait bientot disposer de theories decrivant de fa9on satisfaisante les
structures observees dans les lasers a grand nombre de Fresnel.

ANNEXE 1 : NATURE DES POINTS FIXES

Les points fixes d'un systeme differentiel de type

^ = F(x) (A-l)

avec x = (xi,X2,.—xn), sont ^es points xp tels que
F(xF) = 0

Pour determiner la stabilite de ces solutions stationnaires, on effectue une analyse de stabilite
lineaire, c'est a dire que 1'on pose

x = xp + £
et que Ton developpe I'equation (A-l) en ne gardant que les termes d'ordre 1 en e. On

aboutit alors a une equation lineaire a n variables du type

jt[e]=(L)[e] (A-2)
La solution de cette equation passe par la resolution de I'equation caracteristique d'ordre n de

la matrice (L)
det(L-M) = 0

Suivant la valeur de n, le systeme (A-2) admet differents types de solutions.

9 Voir par exemple P. K. Jakobsen et al. Phys. Rev. A 49, 4189 (1994) et J. Lega et al. Phys. Rev. A 49,
4201 (1994).



60 P. Glorieux

- cas monodimensionnel (n = 1)
C'est le cas par exemple du laser de classe A, dont la dynamique est regie par une seule

equation (voir par exemple (7)). L'equation caracteristique est du premier degre et sa racine
reelle. Le point fixe est instable si elle est positive, stable dans le cas contraire. Ces deux cas
sont illustres dans le diagramme ci-dessous correspondant a un laser au dessus du seuil.

OFF CN

0 A-l I

Figure A-l: Dans un laser au dessus du seuil, le point I = 0 est r6pulseur et le point I = (A-l) attracteur.

- cas bidimensionnel
La resolution de 1'equation caracteristique mene dans ce cas k une equation du second degre.

Selon la nature et le signe des solutions, dtfferents comportements dynamiques sont obtenus

- racines reelles X,i, A/2 > 0 point repulseur (instable) Fig. A-2 a
Xl > 0, A,2 < 0 point col (instable) Fig. A-2 b
A,i < 0, A,2 < 0 point attracteur (stable) Fig. A-2 c

- racines complexes X = p ± i co
p > 0 foyer instable Fig. A-2 d
p < 0 foyer stable Fig. A-2 e

Ces situations correspondent a des situations ou le systeme evolue de fagon oscillatoire
autour de 1'equilibre. Ces oscillations sont amorties si p est negatif et divergentes dans le cas
contraire.

ANNEXE 2 : EQUATIONS ADIMENSIONNEES DU LASER

Pour simplifier 1'ecriture, on discutera ici les equations du laser monomode en elargissement
homogene en absence d'effets de diffraction. Ces equations sont classiquement raises sous la forme

tE(t) = -KE(t)-ia)cE(t)-igP(t)

+ ig* E(t)N(t)

N(t) = - Y(N(t) -No) + 2i (gE*(t)P(t) - g*E(t)P*(t))

ou N(t) est la demi-difference de population entre niveaux superieur et inferieur de la transition
laser et g le parametre d'interaction lumiere-matiere proportionnel a 1'element de matrice d du
moment dipolaire electrique.

Par passage dans le referentiel tournant a la frequence optique
E(t) = E(t) ei«>x + V , P(t) = P(t) eiox , N(t) = - (N(t) - N0) ,

ou le dephasage inclut a la fois le terme i et rargument de l'element de matrice complexe
d'interaction
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les equations intermediaires s'ecrivent de la fa?on suivante

-E(t) =-KE(t)-lglP(t)

JtP(t)= -7abP(t) + i< Igl E(t)No(t) - Igl E(t)N(t)

dt N(t) = - yN(t) + 2 lgl(E*(t)P(t) - E(t)P*(t))

Figure A -2 : Trajectoires repre"sentant 1'evolution des systemes autour des diffeYents types de points fixes
suivant la nature des coefficients de stabilite. Coefficients r6els a) pic, b) col c) puits ou attracteur ou complexes

a partie f6elle positive (d) ou negative (e).

A 1'aide d'un changement de variables supplementaire, on se ramene au systeme de Lorenz
complexe

—
dr

— X(t) = - oX(x)
dr

rX(r) - X(T)Z(t)

-Z(T) = - bZ(T) + (X*
dr *

e =- , oilOU
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La seule difference avec le modele de Lorenz complexe reside dans le fait que le parametre de
pompage normalise r est ici purement reel.

ANNEXE 3 : CRITERE DE ROUTH-HURWTTZ

L'analyse de stabilite lineaire des solutions des systemes de type (A-2) fait souvent un usage
extensif du critere donne ci-dessous( critere de Routh-Hurwitz)

est un polynome deTheoreme : Le polynome Dk(0) = sk + k'2 +.... + ak-i s +
Hurwitz (c.a.d. que ses racines sont toutes a partie reelle negative) si et seulement si tous les
mineurs de Hurwitz sont positifs soit

D3 =
a\ 05
1 o2 04
0 ai as

D2 =

D4 =

1 02

ai as as aj
1 02 04 06
0 ai as 05
0 1 02 04

etc.

Examinons maintenant quelques cas simples, ceux des polynomes de degre faible.
a) Pour une equation du 2e degre x2 - Sx + P = 0
Ceci implique

as
a2

= aja2>0

i.e. - S.P > 0 soit P > 0 . On retrouve la condition classique pour que les racines d'un polynome
du second degre soient toutes deux negatives.

b) Pour une equation du 3e degre y? + ajx2 + a2x + as = 0
Di = ai (ai = -S) >0

D2 =

D3 =

ai as
1 02 = aj a2 - as > 0

a\ as 05
1 a2 04
0 03

= ai a2as -as2 = 03 (aja2 -as)>0

i.e. en tenant compte de la condition sur D2, as >0 . Remarquons qu'ici as = - P . Les
conditions sur DI et E>3 sont done triviales une fois trouvee la condition sur D2.

ANNEXE 4: ANALOGffi MECANIOUE

Le modele monodimensionnel (ou laser de classe A) permet d'introduire une analogic avec le
mouvement d'un point materiel dans un puits de potentiel. La loi fondamentale de la dynamique
pour un mouvement dans un potentiel V(x) donne

dV d2xF = —— = +m — =-
dx dt2

dxSi Ton ajoute les forces de frottement visqueux (-k — ), on obtient
dt

m d2x , dx dV— r- + k — = — —
dt2 dt dx

Pour un mobile d'inertie ne"gligeable (m — » 0), on aboutit a



Dynamique des lasers 63

dx^ 1 dV
dt k dx

Dans le cadre de I'approximation de faible saturation pour un laser de classe A (cf. eq.7),

dt
On peut extraire des deux dernieres equations, le "potentiel" fonction du champ E du laser

dE L -*
soil

2 4

Les representations graphiques de V(E) pour differentes valeurs de a sont donnees a la
Figure A-3 .

oc<0 a = 0

0 0

Figure A-3 : Formes du potentiel equivalent du laser sous le seuil (a < 0), au seuil (a = 0) et au dessus du
seuil (a > 0).

On peut retrouver certaines proprietes du laser grace a 1'analogie du mouvement d'un point
materiel dans ce potentiel. Ainsi 1'origine correspondant a la solution OFF est manifestement un
point d'equilibre stable sous le seuil (a < 0), instable au dela (a > 0) tandis que la solution ON
est stable dans tout son domaine d'existence. Le mouvement au voisinage de 1'origine se ralentit
de facon critique au seuil (a = 0)...

II faut noter que cette analogic n'est valable que pour les lasers de classe A. Comme on 1'a
vu precedemment, dans les lasers de classe B, la dynamique fait intervenir 1'inversion de
population qui, ajoutant un degre de liberte, joue le role de 1'inertie dans 1'analogue mecanique.
On voit ainsi qu'en presence d'inertie, le point peut effectuer des oscillations amorties avant
d'atteindre 1'equilibre. Moyennant certains ajustements, 1'analogie reste encore valable.
Les effets de resonance amortie apparaissent de fa9on directe si 1'on reecrit le systeme (3) sous
forme d'une equation d'oscillateur en posant
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m = (A- l)ex

On obtient alors

dx

ou CTr = G(A-l) est la pulsation qui est apparue dans 1'analyse de stabilite lineaire. C'est
1'equation d'un oscillateur nonlineaire dans le potentiel de Toda

V(x ) = e*-x
On voit ainsi facilement que les oscillations de relaxation vers 1'equilibre evoluent a une

frequence tendant vers zero au seuil...


